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ResumenEn esta memoria se proponen varias t�ecnicas para particionar y proyectar al-goritmos divide-y-vencer�as sobre computadores paralelos de topolog��a mallay memoria distribuida. El trabajo parte de la observaci�on de que durante laevaluaci�on de un algoritmo sobre un multicomputador es necesario redistri-buir los datos entre los procesadores en una gran variedad de formas, tantoregulares como irregulares. En general, esto implica complejos movimientosde datos, cuya visualizaci�on puede ser bastante dif��cil.Comenzaremos considerando algoritmos divide-y-vencer�as regulares. Pa-ra particionar y proyectar estos algoritmos sobre el multicomputador utiliza-mos una combinaci�on de dos t�ecnicas: la proyecci�on vector y la permutaci�on��ndice{d��gito. Estas t�ecnicas nos permiten formular de forma precisa el 
ujode datos de los algoritmos y, en muchos casos, realizar importantes simpli�-caciones.Como ejemplos concretos de esta clase de algoritmos consideraremos lasversiones m�as importantes de la transformada r�apida de Fourier y los al-goritmos de resoluci�on de sistemas tridiagonales m�as signi�cativos de entrelos propuestos en la bibliograf��a reciente. Los primeros presentan un 
ujode datos divide-y-vencer�as est�andar, aunque incluyen la permutaci�on d��gito{inverso, mientras que el 
ujo de datos de los segundos es m�as variado ypuede clasi�carse en: normal, extendido, �arbol y �arbol extendido. Las t�ecni-cas propuestas nos permiten realizar una descripci�on uni�cada de todos estosalgoritmos y una implementaci�on paralela e�ciente basada en subrutinas queson traducciones de las correspondientes permutaciones ��ndice{d��gito.Tambi�en abordamos un problema de gran inter�es tanto para la progra-maci�on paralela como para la implementaci�on VLSI: la proyecci�on de �arbolesr-arios completos sobre las topolog��as array lineal y malla. En esta memoriapresentamos una nueva metodolog��a para realizar esta proyecci�on que puedeser una alternativa a las t�ecnicas usuales, basadas en �arbol en \H" o en baldo-sas (tiles). En todos los casos, la distribuci�on de los nodos del �arbol entre los1



2 Resumenprocesadores es balanceada y las comunicaciones son s�olo entre procesadoresvecinos.Por �ultimo, abordaremos la partici�on y proyecci�on de algoritmos divide-y-vencer�as irregulares sobre multicomputadores de topolog��a malla. Tomamoscomo ejemplo el algoritmo Barnes{Hut del problema de los N cuerpos. Alas t�ecnicas anteriormente empleadas a~nadiremos la del llenado del espacioa trav�es de una curva (space{�lling curve), que nos permite mantener lalocalidad de los datos y reducir las comunicaciones.El trabajo se enmarca en la l��nea de investigaci�on \Proyecci�on de Algorit-mos en Arquitecturas Multiprocesador"del grupo de Arquitecturas Avanza-das de la Universidad de Santiago (Departamento de Electr�onica y Computa-ci�on de la Facultad de F��sica1). Otra l��nea general del grupo es el dise~no VLSIde arquitecturas de aplicaci�on espec���ca en el campo del reconocimiento deformas y procesamiento de im�agenes.

1Investigaci�on �naciada a trav�es de los proyectos concedidos por la CICYT, TIC92-0942-C03-03:Computaci�on masivamente paralela: dise~no de arquitecturas VLSI, TIC-96-1125-C03-02:Dise~no de algoritmos num�ericos irregulares sobre arquitecturas masivamenteparalelas; y por la Xunta de Galicia, XUGA20606B93:Dise~no de CIAES y herramien-tas para la paralelizaci�on autom�atica de algoritmos num�ericos y XUGA20605B96:Dise~node arquitecturas y paralelizadores en computaci�on masivamente paralela: y/o basadas enmatrices dispersas.



Cap��tulo 1Computadores de topolog��amalla con memoria distribuidaUn sistema multiprocesador es un computador compuesto por un conjunto deprocesadores (PEs) que pueden comunicarse a trav�es de una red de intercone-xi�on . El objetivo de estos sistemas es que los PEs trabajen concurrentementepara resolver un determinado problema de manera que se consiga una mayorvelocidad.En los �ultimos a~nos, los computadores vectoriales y escalares convencio-nales fueron los dominantes en el campo de la computaci�on. �Ultimamente,los sistemas multiprocesadores han dejado el campo de la investigaci�on paraintroducirse en el campo comercial. Es indicativo que las grandes empresasde desarrollo de la computaci�on, en concreto, IBM Corporation y Cray Re-search, hayan introducido en el mercado m�aquinas paralelas en respuesta ala demanda de sus clientes.
1.1 Introducci�onLos dos tipos de arquitecturas paralelas m�as extendidas son los computa-dores SIMD (Simple 
ujo de Instrucciones, M�ultiple 
ujo de Datos) y loscomputadores MIMD (M�ultiple 
ujo de Instrucciones, M�ultiple 
ujo de Da-tos) [37, 61]. En un computador SIMD todos los PEs ejecutan el mismoprograma sobre diferentes conjuntos de datos bajo la supervisi�on de una uni-dad central. Los computadores MIMD se diferencian de los anteriores en quelos PEs ejecutan distintos programas sobre distintos conjuntos de datos.3



4 Cap��tulo 1. Computadores de topolog��a malla con memoria distribuidaEl factor m�as utilizado para clasi�car los computadores MIMD es el m�eto-do utilizado para compartir la informaci�on entre los PEs. Los multicompu-tadores de memoria compartida ofrecen al usuario una memoria global a laque todos los PEs puede acceder. Los PEs se comunican a trav�es de varia-bles compartidas en memoria, con instrucciones de carga y almacenamientocapaces de acceder a cualquier posici�on de memoria. La memoria est�a es-tructurada en m�odulos. En estos sistemas se pueden producir con
ictosde memoria cuando varios PEs pretenden acceder al mismo m�odulo, lo quepuede provocar una p�erdida signi�cativa del rendimiento. Estos con
ictosse gestionan por una serie de t�ecnicas, y se pueden disminuir incorporandocaches o memorias locales. Ejemplos de estos sistemas son los servidoresmultiprocesador como SGI-Power Challenge o SUN Enterprise.En los sistemas de memoria compartida tambi�en podemos distinguir en-tre multiprocesamiento sim�etrico, donde todos los procesadores tienen igualcapacidad para ejecutar programas, ya sean de usuario, del sistema operativoo subrutinas de entrada/salida, y los de procesamiento asim�etrico, donde un�unico procesador o un subconjunto de ellos pueden ejecutar las rutinas delsistema operativo o manejar los procesos de entrada/salida. Actualmente,los sistemas sim�etricos de memoria compartida Symmetric Multiprocessing(SMP) son m�as utilizados para las aplicaciones comerciales, porque propor-cionan un rendimiento alto en la ejecuci�on de aplicaciones ya existentes parasistemas monoprocesador, ya que el efecto de la red es transparente para lasactuales aplicaciones. A�un as��, todos los vendedores ahora estan presentandosistemas Massively Parallel Processors (MPP) y se han visto forzados a que,por razones tecnol�ogicas, los sistemas por encima de un cierto tama~no seande memoria distribuida.En los computadores MIMD con memoria distribuida cada PE tiene supropio programa y memoria de datos a los que los dem�as no pueden accederdirectamente. La comunicaci�on de los datos compartidos se hace por pasede mensajes entre los PEs a trav�es de una red de interconexi�on (paradigmadel pase de mensajes).El tipo de computador que vamos a considerar a lo largo de esta memoriaes un computador MIMD con memoria distribuida y topolog��a malla. LosPEs est�an organizados en una matriz bidimensional. Cada PE, excepto lossituados en los bordes, tiene cuatro conexiones con los cuatro PEs vecinosinmediatos. Un toroide es similar, pero los PEs de la primera �la est�anconectados con los correspondientes PEs de la �ultima �la. Y los PEs de lacolumna m�as a la izquierda est�an conectados con los correspodientes PEs dela columna m�as a la derecha, formando un toro, ver �gura 1.1. Este hecho



1.1. Introducci�on 5no es crucial, pero mejora el rendimiento.
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6 Cap��tulo 1. Computadores de topolog��a malla con memoria distribuidaConsideremos, por ejemplo, un problema que puede descomponerse encuatro procesos; los procesos pueden ejecutarse concurrentemente de dos endos, pero con respecto al otro par precisan interactuar durante la ejecuci�on.En este caso, cada par de procesos pueden proyectarse en dos PEs diferentes.La ejecuci�on se realizar�a en paralelo con los procesos 1 y 2 hasta que se pre-cisen datos remotos. En este punto, los datos son enviados de un PE a otro,despu�es de lo cual la ejecuci�on contin�ua con los procesos 3 y 4, ver �gura1.2.A. En el caso de que los procesos 1 y 2 se mapearan al mismo procesador,se ejecutar��an secuencialmente. El tiempo perdido en la comunicaci�on in-terprocesador puede compensarse mediante el paralelismo, caso de la �gura1.2.B, mientras que esto no sucede en el caso 1.2.A. Esto sugiere que, unan�alisis previo considerando la relaci�on entre tc y tcom, puede determinar elmapeado que consigue la soluci�on m�as e�ciente para el problema.En la siguiente secci�on trataremos algunos conceptos b�asicos de la teor��ade grafos que ser�an utilizados en el resto del texto. En la secci�on 1.3 pre-sentaremos el problema del mapeado y su tratamiento en la bibliograf��a. Enlas secciones 1.4 y 1.5 veremos la proyecci�on vector y la permutaci�on ��ndice{d��gito respectivamente. Usaremos la combinaci�on de estas dos t�ecnicas paramapear los datos a los PEs y de�nir las diferentes operaciones realizadas enel algoritmo. En la secci�on 1.6 presentamos los multiprocesadores utilizadosen la implementaci�on de los algoritmos y �nalmente, en la secci�on 1.7, unaserie de par�ametros empleados para medir la efectividad de los algoritmos.1.2 Conceptos de teor��a de grafos1.2.1 De�niciones b�asicasSiguiendo a [97, 52] usamos la siguiente notaci�on.De�nici�on 1 Un grafo G(V;E) es una estructura que consiste en un con-junto de nodos V = fv1; v2; � � �g y en un conjunto de arcos E = fe1; e2; � � �g,en donde cada arco e =< u; v > conecta los elementos de un par de nodosfu; vg; u; v 2 V , que no tienen que ser necesariamente distintos. u y v sonllamados los extremos de e y se dice que u y v son adyacentes.Designaremos VG al conjunto de nodos de G y EG al conjunto de arcos.En la �gura 1.3 se muestra un grafo de 5 nodos y 9 arcos. En este caso,VG = fa; b; c; d; eg
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Figura 1.2: Proyecci�on de cuatro tareas sobre dos PEs. En el ejemplo A,la distribuci�on de las tareas entre los dos PEs es peor que la opci�on secuen-cial, tparalelo > tsecuencial. En el ejemplo B, la opci�on paralela es la mejor,tparalelo � tsecuencial.



8 Cap��tulo 1. Computadores de topolog��a malla con memoria distribuiday EG = f e1 =< a; b >; e2 =< b; c >; e3 =< c; d >;e4 =< a; c >; e5 =< a; e >; e6 =< c; e >;e7 =< b; d >; e8 =< d; c >; e9 =< e; b > g:Dos grafos G y H se dicen isomorfos si existe una biyecci�on � : VG �! VHtal que < u; v >2 EG si y s�olo si < �(u); �(v) >2 EH . Y un grafo H es unsubgrafo de G si VH � VG y EH � EG.El n�umero de nodos en un grafo, es decir, la cardinalidad del conjuntoV , se denota usualmente por jV j. An�alogamente, el n�umero de arcos es lacardinalidad del conjunto E, que denotaremos por jEj. El grado del nodo ves el n�umero de arcos de los cuales es extremo, que denotaremos por d(v).4(G) denota el m�aximo grado de los nodos de G y �(G) el m��nimo grado delos nodos de G.Un grafo se dice orientado si en los arcos se de�ne una orientaci�on, esdecir, existe un nodo de entrada y un nodo de salida. El grado de salida delnodo v, dout(v), es el n�umero de arcos que tienen a v como nodo de inicio;el grado de entrada, din(v), se de�ne similarmente. Claramente, para todosgrafos jV jXi=1 din(vi) = jV jXi=1 dout(vi): (1.1)En el ejemplo de la �gura 1.3 se muestra un grafo G(V;E) donde jV j = 5,jEj = 9, 4(G) = 5 y los grados del nodo a, por ejemplo, ser��an d(a) = 3,din(a) = 0 y dout(a) = 3.Una cadena en G es una secuencia �nita no nula �[v0; vk] =fvo; e1; v1; e2; v2; � � � ; ek; vkg, cuyos t�erminos son alternativamente nodos y ar-cos, tal que, para 1 � i � k, los nodos extremos de ei son vi�1 y vi. Si losarcos fe1; e2; � � � ; ekg y los nodos fvo; v1; � � � ; vkg de la cadena � son distintos,� es llamado un camino. El entero k es la longitud del camino. Un grafo G,se dice conectado si 8(u; v) 2 V existe un camino desde u a v.A cada nodo u 2 VG puede asoci�arsele un entero w(u), llamado peso delnodo u; y a cada arco < u; v >2 EG puede asoci�arsele un entero c(< u; v >),llamado el peso del arco < u; v >. Entonces G, junto con los pesos delos nodos y los arcos, es llamado un grafo con pesos. El camino m��nimo�[u; v] (obtenido sumando los pesos de los arcos) que une los nodos u y v sellamar�a la distancia entre u y v y ser�a denotada por d(u; v).
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Figura 1.3: Un grafo orientado de 5 nodos y 9 arcos.Consideremos el grafo con pesos G(V;E) y el entero positivo p. Unapartici�on p de V es un conjunto no vac��o } = fV1; � � � ; Vpg de subconjuntosde V , tal que p[i=1Vi = V . El coste de un determinado subconjunto es la sumade los pesos de todos los nodos que pertenecen a ese subconjunto, jVijXi=1 w(u),u 2 Vi. El coste de la partici�on es el m�aximo de los costes de cada uno delos subconjuntos. De�nimos el grafo cociente de G con respecto a } al grafoQG = (}; ") donde < Vi; Vj >2 " si y s�olo si 9 < u; v >2 E para alg�un u 2 Viy v 2 Vj. En la �gura 1.4 mostramos una partici�on p = 3 de G y el grafocociente asociado. Los subconjuntos sonV1 = fc; dgV2 = fegV3 = fa; bgEl grafo cociente asociado QG = (}; ") con respecto a la partici�on p = 3 es} = fV1; V2; V3g y " = f< V1; V2 >;< V2; V3 >;< V3; V2 >;< V3; V1 >g.Una proyecci�on (embedding) de un grafo G en un grafo H es una apli-caci�on inyectiva ' : G �! H de los nodos de G en los nodos de H y unaasignaci�on de cada arco e =< u; v >2 EG a un camino '(e) cuyos extremosson '(u) y '(v).
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Figura 1.4: Una partici�on 3 de G y el grafo cociente asociado.La dilataci�on, d('(u); '(v)), de un arco < u; v > en H es la longitud decamino (�('(u); '(v)) y la dilataci�on de una proyecci�on ', denotada por �1,es �1 = max(d('(u); '(v)); 8 < u; v >2 EG: (1.2)La expansi�on de ' se denota por �1,�1 = � jVH jjVGj� : (1.3)Por �ultimo, el factor de carga de un arco e0 2 EH es el n�umero de arcos en Gcuya imagen en H contiene el arco particular e0, Xe2EG ��fe0g \ E'(e)��. El factorde carga de ' se denota por �lf ,�lf = maxe02EH (Xe2EG jfe0g \ E'(e)j) : (1.4)y es el m�aximo factor de carga sobre todos los arcos de H. Intuitivamente,podemos ver que si proyectamos el grafo de un algoritmo sobre el grafo de unmultiprocesador entonces la dilataci�on mide la m�axima distancia en el grafodel multiprocesador de tareas vecinas en el grafo algoritmo. La expansi�onmide la utilizaci�on de los PEs. Y el factor de carga mide el retardo de colade los mensajes.
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Figura 1.5: Representaci�on de un �arbol 2{ario de altura 3. El nodo 0 es lara��z.1.2.2 �ArbolesDe�nici�on 2 Un �arbol, T , es un grafo en el cual existe un nodo z queest�a unido a cualquier otro nodo del grafo por un �unico camino. El nodoz recibe el nombre de ra��z y Tz denota un �arbol con ra��z z.En la �gura 1.5 se muestra la representaci�on usual de un �arbol. Existenciertas relaciones t��picas entre los nodos conectados a trav�es de un arco. As��,en el ejemplo, los nodos 1 y 2 son hijos de la ra��z, el nodo 0. Mientras queel nodo 1 es el padre de los nodos 3 y 4. Una hoja es un nodo sin hijos, porejemplo, los nodos f3; 4; 5g. El resto de los nodos reciben el nombre de nodosinternos.El camino �[v; z] es la secuencia de nodos que une la ra��z z con el nodov. Como simpli�caci�on en la notaci�on consideraremos �[v; z] � �[v]. Lalongitud del camino �[v] es el n�umero de arcos de que consta ese camino. Elnivel del nodo v, l(v), es la longitud del camino �[v]. El nivel de la ra��z es0. El m�aximo nivel del �arbol, max(l(v)); 8v 2 T , es llamado la altura del�arbol. As��, en la �gura 1.5 el nodo 1 tiene nivel 1 y la altura del �arbol es 3.En un �arbol r{ario cada nodo tiene como m�aximo r hijos. Se llamar�a �arbolcompleto al �arbol en que todos sus nodos internos tienen r hijos. Un �arbolr-ario completo de altura n tiene n niveles. La ra��z del �arbol constituir�a elnivel 1, los r hijos de la ra��z constituir�an el nivel 2, los r2 hijos de estos�ultimos, el nivel 3, y as�� sucesivamente. Denominaremos niveles m�as bajosa los m�as pr�oximos a la ra��z y niveles m�as altos a los m�as alejados. En un�arbol r-ario completo de n niveles, el n�umero de nodos del nivel i es ri�1,mientras que el n�umero total del nodos es N = rn�1r�1 .
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Figura 1.6: �Arbol 3-ario de 3 niveles, mostrando la notaci�on utilizada.Identi�caremos cada nodo del �arbol mediante un ��ndice entero. Al nodoque constituye la ra��z del �arbol le asignaremos el ��ndice 1, mientras que a losr hijos del nodo k le asignaremos los ��ndices fk � r + j j 0 � j < rg. As��, elconjunto de nodos del segundo nivel ser�a fr+j; 0 � j < rg, el del tercer nivelfr2 + j; 0 � j < r2g, y as�� sucesivamente. Esta notaci�on tiene como ventajaque es muy f�acil determinar el padre y los hijos de un determinado nodo. Ladesventaja es que los enteros utilizados no son, en general, consecutivos. Enla �gura 1.6 mostramos un �arbol 3-ario de 3 niveles.
1.2.3 Representaci�on de los grafosExisten dos m�etodos est�andar para representar un grafo en un computador.El primer m�etodo utiliza una matriz de adyacencias y el segundo m�etodo,una lista encadenada [21, 68].Consideremos un grafo G(V;E) con N nodos numerados f1; 2 � � � ; Ng. Lamatriz de adyacencias de este grafo es una matriz N�N , A = (ai;j), de�nidade la siguiente forma:

ai;j = 8<: 1 si (vi; vj) 2 EG0 en otro caso (1.5)Las matrices de adyacencias de los grafos de las �guras 1.5 y 1.3 son, respec-tivamente,
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0BBBBBB@ 0 1 1 0 0 01 0 0 1 1 01 0 0 0 0 10 1 0 0 0 00 1 0 0 0 00 0 1 0 0 0

1CCCCCCA
a b c d eabcde

0BBBB@ 0 1 1 0 10 0 1 1 00 0 0 1 10 0 1 0 00 1 0 0 0
1CCCCA (1.6)

Vemos que la matriz de adyacencias de un grafo no orientado es sim�etrica.Esta matriz puede ser modi�cada f�acilmente para los grafos con pesos,
ai;j = 8>>>><>>>>: w(vi; vj) si (vi; vj) 2 EG0 si i = j1 en otro caso (1.7)El espacio necesario para almacenar la matriz de adyacencias de un grafode N nodos es O(N2). Un grafo G(V;E) es disperso (sparse) si jEj �O(jV 2j), en otro caso es denso. Si el grafo es disperso ser��a muy ine�cientealmacenarlo como una matriz N � N ya que la mayor��a de los elementosde la matriz son ceros y no necesitan ser almacenados explic��tamente. Paramatrices dispersas es muy com�un almacenar s�olo las entradas no nulas y susposiciones en la matriz, [64].La segunda forma de representaci�on de un grafo es mediante una lis-ta encadenada. Para representar el grafo G(V;E) se construye el arrayAdj[1 � � � jV j] de listas. Para cada v 2 V , Adj[v] es una lista encadenadaa todos los nodos u tal que (u; v) 2 EG. La �gura 1.7.a muestra la repre-sentaci�on de esta lista para el caso de la �gura 1.3. En el caso de un �arbolla representaci�on puede hacerse con una lista encadenada �arbol como se veen la �gura 1.7.b. Esta es la representaci�on del �arbol de la �gura 1.5. Cadaelemento tiene un puntero que indica su padre y otros punteros que indicanlos hijos.Para simpli�car el almacenamiento de un �arbol completo utilizaremosuna lista secuencial [21]. El �arbol se almacena en un array As[1 � � �N ], se-cuencialmente por niveles. De esta forma la ra��z ser�a el elemento As[0], elconjunto de nodos del segundo nivel ser�a f1+j; 0 � j < rg, el del tercer nivelf r2�1r�1 + j; 0 � j < r2g y as�� sucesivamente. Esta representaci�on tiene como



14 Cap��tulo 1. Computadores de topolog��a malla con memoria distribuida
a

b

c

d

e

b c e

d

d e

c

b

c

0

1 2

3 4 5(a) (b)Figura 1.7: (a) Representaci�on de lista de adyacencias del grafo de la �gura1.3. (b) Representaci�on del �arbol de la �gura 1.5 con una lista encadenada�arbol.ventajas su facilidad para determinar el padre y los hijos de un determinadonodo y ahorro de memoria, pues ocupa solo O(N) elementos de memoria.1.3 Paralelizaci�on de algoritmosLa paralelizaci�on de algoritmos sobre sistemas multiprocesadores con memo-ria distribuida precisa de un buen balanceo de la carga computacional entrelos PEs y de la reducci�on de las comunicaciones. Para algunas aplicaciones,conseguir un buen mapeado de los datos y de las computaciones sobre losPEs es considerablemente dif��cil.1.3.1 Descripci�on del problemaUna aplicaci�on paralela puede describirse mediante un grafo con pesosG(VG; EG) llamado grafo de tareas. Los nodos del grafo representan lastareas que quiz�as puedan ser ejecutadas concurrentemente y los arcos repre-sentan las dependencias entre ellas. Existe un nodo v 2 VG para cada tareay un arco orientado < u; v >2 EG si la tarea u env��a datos a la tarea v. Elpeso de un nodo de G, wG(u), es el tiempo de ejecuci�on de la correspondientetarea, que a su vez es dependiente del n�umero de instrucciones o de opera-



1.3. Paralelizaci�on de algoritmos 15ciones en punto 
otante ejecutadas por v. El peso de un arco, cG(< u; v >),es el tiempo de las comunicaciones desde u a v, que a su vez es dependientedel n�umero de datos transmitidos.El sistema paralelo se representa por un grafo P (VP ; EP ), llamado grafode PEs.El problema del mapeado consiste en encontrar una funci�on 	 : VG �!VP , que asigne tareas a los PEs de manera que el tiempo de ejecuci�on,te = tc + tcom: (1.8)sea m��nimo. Suponiendo que el computador es homog�eneo, es decir, unatarea se ejecuta id�enticamente sobre cualquier PE, todos los pesos cp y wpson id�enticos. Una t�ecnica de mapeado e�ciente debe encontrar un buencompromiso entre la localidad de los datos y el balanceo de la carga. Lalocalidad de los datos in
uye en la minimizaci�on y en el ocultamiento delas latencias asociadas a la comunicaci�on interprocesador. Una carga bienbalanceada permite que todos los PEs terminen aproximadamente al mismotiempo y minimiza el volumen de las comunicaciones.En resumen, la soluci�on del problema del mapeado consta de dos fases:en primer lugar, realizar una partici�on de los nodos VG en P subconjuntosdisjuntos y, a continuaci�on, proyectar el grafo cociente sobre el grafo de losPEs (P PEs).1.3.2 Trabajos previosEncontrar una soluci�on exacta y �optima al problema del mapeado es un pro-blema NP{completo [19, 51] que requiere una gran cantidad de computaci�on.Esto es as�� porque si consideramos que el n�umero de nodos del grafo es igualal n�umero de PEs, entonces el problema de buscar una proyecci�on �optimaes equivalente al problema de isomor�smo de grafos, del que se sabe que esNP-completo (es decir, que no existe ning�un algoritmo de complejidad po-lin�omica para resolverlo [42]). Algunos m�etodos heur��sticos han aparecido enla bibliograf��a que no encuentran una soluci�on exacta pero s�� una soluci�oncasi �optima en un tiempo razonable.Un algoritmo conocido como network 
ow ha sido propuesto en [102]para asignar problemas a sistemas de PEs de memoria distribuida. En elcaso de un sistema de dos PEs la asignaci�on es �optima. No es conocida unaextensi�on de la t�ecnica network 
ow a sistemas con m�as de dos PEs. En [103]



16 Cap��tulo 1. Computadores de topolog��a malla con memoria distribuidase propone una asignaci�on para el caso de tres PEs, pero no es la soluci�on�optima.Kung y Stevenson [75] estudiaron la relaci�on entre transferencia l�ogica ytransferencia f��sica y desarrollaron la t�ecnica linear mapping en un esfuer-zo por mapear algoritmos en redes de interconexi�on �jas. Lin y Moldovan[75] utilizan cyclic mapping para mapear algoritmos sobre multicomputado-res de topolog��a malla y el mapeado de algoritmos con permutaciones conbarajamiento perfecto.Bokhari [19, 20] utiliza una heur��stica iterativa, que combina m�etodosdetermin��sticos y probabil��sticos, para proyectar un grafo sobre la FiniteElement Machine (FEM) desarrollada en el NASA Langley Research Cen-ter, y considerando el n�umero de v�ertices del grafo igual al n�umero de PEs.Este m�etodo intenta maximizar la B{cardinalidad de la proyecci�on. La B{cardinalidad de una funci�on de mapeado es una medida de la calidad delmapeado a trav�es del n�umero de arcos del grafo del problema que son pro-yectados sobre arcos del grafo de los PEs. Es decir, se intenta maximizarel n�umero de nodos vecinos en el grafo que se proyectan sobre PEs vecinosen la FEM. Este m�etodo tiene varios problemas. En primer lugar, su com-plejidad es muy elevada, por lo que es ine�ciente para problemas grandes.Adem�as, al maximizar la B{cardinalidad no se tienen en cuenta los nodosvecinos asignados a PEs muy separados entre s��.Otro m�etodo iterativo es el presentado en [51] para la proyecci�on de ungrafo no estructurado de tareas sobre un hipercubo, en concreto, la Connec-tion Machine CM{2. Este m�etodo, denominado Cyclic Pariwise Exchange(CPE), intenta minimizar la funci�on objetivo, �1, que representa la sumapara todas las aristas del grafo, del coste de comunicaciones de cada aris-ta. El principal problema de este m�etodo es que, al tomar �1 como funci�onobjetivo, no se tiene en cuenta que existen comunicaciones entre tareas quepueden ser llevadas a cabo en paralelo.Otros m�etodos heur��sticos no iterativos son, por ejemplo, la descompo-sici�on scatter, la descomposici�on binaria y los m�etodos de distribuci�on entiras.La descomposici�on scatter (tambi�en llamada proyecci�on modular) ha sidoaplicada a la descomposici�on y posterior proyecci�on de dominios altamenteirregurales [38]. Este m�etodo intenta balancear la carga descomponiendoel dominio del problema en un n�umero g grande de clusters rectangulares,siendo g mucho mayor que el n�umero de PEs. Posteriormente estos bloquesse distribuyen de forma c��clica entre los PEs. Discusiones detalladas de estat�ecnica pueden encontrarse en [77].



1.3. Paralelizaci�on de algoritmos 17La descomposici�on binaria recursiva (BRD) [17] intenta maximizar la fun-ci�on objetivo �B. Para ello, el grafo es dividido en subgrafos por una bisecci�onortogonal recursiva m�ultiple. Inicialmente, el grafo se parte a la mitad poruna l��nea horizontal o vertical, intentando que cada mitad tenga la mismacarga computacional. Cada una de las dos mitades es dividida con una l��neaortogonal a la anterior, manteniendo el criterio de repartici�on de la carga.El proceso se repite hasta que el n�umero de subgrafos iguala al n�umero dePEs. Esta t�ecnica asegura un buen balanceo de la carga pero, sin embargo,no tiene en cuenta el efecto que pueden producir las comunicaciones de lon-gitud mayor que uno. Romero y Zapata [86] proponen una modi�caci�on quedenominan m�etodo de descomposici�on recursiva m�ultiple para implementarel producto matriz dispersa{vector sobre un multicomputador con topolog��amalla.Otro grupo de t�ecnicas de proyecci�on es el que se engloba bajo el nombrede distribuci�on en tiras o strip partitioning. Estas t�ecnicas se basan en lasdescomposici�on del grafo en un conjunto de P tiras (strip), donde P es eln�umero de PEs, todas con la misma carga computacional, y donde cada tiras�olo necesita comunicarse con sus dos tiras vecinas. Estas tiras se proyectansobre el computador paralelo de forma que tiras vecinas se sit�uen en PEsadyacentes. Por tanto, esta t�ecnica es especialmente adaptable a arquitec-turas lineales, u otras arquitecturas que pueden emular a estas (hipercubos,mallas, etc.). Se pueden nombrar entre otras, 1{D Strip Partition [87], ladistribuci�on en tiras en un sentido (1{Way Strip Partition) o DTS [82, 81],y la 2{D Strip Partition [87].Otro m�etodo de mapeado es el mapeado basado en ��ndices (index{based)[114]. Este m�etodo est�a basado en la conversi�on de coordenadas multidimen-sionales a ��ndices unidimensionales de forma que se mantenga la proximidadde los nodos en el espacio multidimensional. Los nodos del primer grafo seproyectan en una red de tama~no 2l1�2l2�� � ��2ld . Cada nodo se representaahora por una tupla (coord1; coord2; � � � ; coordd). Esta tupla se transformaen ��ndice unidimensional usando una curva que llena el espacio (space{�llingcurve). Una vez que se han obtenido los ��ndices de cada nodo, �estos seordenan seg�un el valor de su ��ndice. A continuaci�on se divide la lista enP subconjuntos consecutivos de igual carga computacional. Cada sublistarepresenta una partici�on. Este m�etodo se ha aplicado e�cientemente a algo-ritmos de ordenamiento [107], operaciones quadtree [95], im�agenes dispersas[96] y simulaci�on de N cuerpos [114, 79, 83] sobre m�aquinas paralelas.Una metodolog��a general para el mapeado de algoritmos secuenciales so-bre hipercubos es el propuesto por Rivera, Zapata y col. [85]. El procedi-



18 Cap��tulo 1. Computadores de topolog��a malla con memoria distribuidamiento implica las siguientes etapas:1. An�alisis del algoritmo secuencial a nivel de lazo, identi�cando los lazosanidados independientes. Estos lazos de�nen el n�umero de dimensionesdel algoritmo secuencial.2. Particionado de las dimensiones del hipercubo en subconjuntos asocia-dos con los lazos indepedientes del algoritmo secuencial.3. Distribuci�on entre los PEs de las variables que participan en el algorit-mo de acuerdo a la distribuci�on y modo de almacenamiento elegido.4. Dise~no del algoritmo paralelo. Este algoritmo paralelo es el resultadode los pasos 2 y 3, a~nadiendo los mensajes de comunicaci�on para lastransferencias interprocesador de los datos necesarios que no est�an enla memoria local.5. Optimizaci�on del algoritmo mediante la elecci�on de la partici�on en elpaso 2 y la distribuci�on de los datos del paso 3. Esta optimizaci�on serealiza utilizando par�ametros como e�ciencia, aceleraci�on, redundanciade los datos y balanceo de la carga, entre otros.La aplicaci�on de este procedimiento ha permitido obtener algoritmos pa-ralelos e�cientes en los campos del �algebrea matricial densa y en el procesa-miento de imagen y se~nal [22, 120, 121].Nosotros utizaremos la proyecci�on vector (mapping vector) para particio-nar y proyectar los algoritmos sobre m�aquinas paralelas de topolog��a malla.Mostraremos que este m�etodo es extremadamente r�apido, f�acil de paralelizar,y produce un buen mapeado para una amplia clase de algoritmos.1.4 La proyecci�on vector y la representaci�on��ndice{digitoDurante la evaluaci�on de un algoritmo sobre un multiprocesador es necesarioredistribuir los datos dentro y entre las memorias locales de los PEs en unagran variedad de formas, tanto regulares como irregulares. En general, estoimplica complejos movimientos de datos; visualizar el movimiento de losdatos y saber d�onde est�an despu�es de las redistribuciones puede ser bastantedif��cil.



1.4. La proyecci�on vector y la representaci�on ��ndice{digito 19El m�etodo que empleamos simpli�ca la tarea para un gran rango de pro-blemas usando una representaci�on compacta del mapeado de los datos sobrela memoria [5, 14, 7]. Se basa en la proyecci�on vector [36] y en la represen-taci�on ��ndice{d��gito [39].Consideremos una secuencia unidimensional de datos de tama~no N = rn,siendo la base r una potencia de 2. Denotaremos esta secuencia de datosusando la representaci�on ��ndice-d��gito [39]. En esta representaci�on, cadadato de la secuencia se denota por la descomposici�on en base r de su ��ndice.Es decir, el dato a(t) con ��ndice t = tn � rn�1 + � � �+ t2 � r + t1 se escribe enla forma, [tn � � � t2t1]: (1.9)Consideremos un multicomputador con topolog��a malla bidimensional ycon memoria distibuida. La zona de memoria en este computador puedeconsiderarse tridimensional, donde dos de las dimensiones localizan la coor-denadas del PE dentro de la malla (fila; columna), y la tercera la posici�onen la memoria local de cada PE. Si las dimensiones de esta zona de almace-namiento son ru � rv � rw; (1.10)la representaci�on ��ndice{d��gito se puede escribir de la forma,[xu � � �x1; yv � � � y1; zw � � � z1]: (1.11)El m�etodo de la proyecci�on vector realiza el mapeado del array de datossobre la memoria de los PEs mediante la asignaci�on biyectiva de ��ndices dedatos a ��ndices de las posiciones de memoria de los PEs. La asignaci�on puedeescribirse, [tn � � � t2t1] �! [xu � � �x1; yv � � � y1; zw � � � z1] (1.12)donde los ��ndices ti se asocian con uno de los campos x, y o z, es decir,memoria, �la o columna, seg�un la distribuci�on que se realice (n = u+v+w).Los modos de distribuci�on m�as utilizados son el almacenamiento por blo-ques y el c��clico [119]. Tambi�en se pueden utilizar los esquemas por bloquesdesplazados, c��clico balanceado y la distribuci�on c��clica plegada.Consideraremos que la malla est�a compuesta de V �W PEs (distribuidosen V �las y W columnas). Cada PE dispondr�a de una memoria local de



20 Cap��tulo 1. Computadores de topolog��a malla con memoria distribuidaU = N=(V �W ) datos. En el caso particular de que V y W sean potenciasde la base (V = rv y W = rw) y con una distribuci�on c��clica de los datos[119], la expresi�on (1.11) puede escribirse en la forma[memoria; fila; columna] (1.13)con la asignaci�onmemoria � tn � � � tv+w+1; f ila � tv+w � � � tw+1 y columna �tw � � � t1. Es decir, el dato de ��ndice de la ecuaci�on (1.13) se asigna a laposici�on de memoria memoria del PE de coordenadas (�la, columna). Conuna distribuci�on por bloques, la coordenadamemoria se asignar��a a los d��gitosmenos signi�cativos de los ��ndices,[fila; columna;memoria] (1.14)con fila � tn � � � tw+u+1; columna � tw+u � � � tu+1; memoria � tu � � � t1. Parael caso de una malla 4� 4 , una matriz de 28 elementos y distribuci�on c��clicaresulta, [8 7 6 5| {z }mem ; 4 3|{z}fila ; 2 1|{z}col ] (1.15)con una distribuci�on por bloques,[ 8 7|{z}fila ; 6 5|{z}col ; 4 3 2 1| {z }mem ] (1.16)y con una distribuci�on c��clica por �las,[8 7 6 5| {z }mem ; 4 3|{z}col ; 2 1|{z}fila ] (1.17)En la �gura 1.8 mostramos las tres distribuciones para una malla 4� 4 yuna matriz de 26 elementos.Para tener los datos con ��ndices adyacentes en el mismo PE o en PEsvecinos, la distribuci�on apropiada es seguir un ordenamiento serpiente,mem � tu � � � t1col � 8<: tw+u � � � tu+1 si tw+u+1 = 0tw+u � � � tu+1 si tw+u+1 = 1fila � tn � � � tw+u+1: (1.18)
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Figura 1.8: Distribuci�on de una matriz de 26 elementos sobre una mallade 4 � 4 PEs. (a) Distribuci�on c��clica por columnas. (b) Distribuci�on porbloques. (c) Distribuci�on c��clica por �las.



22 Cap��tulo 1. Computadores de topolog��a malla con memoria distribuidaPara mayor claridad del texto supondremos que U , V y W son poten-cias de la base. Esto supone una p�erdida de generalidad que puede evitarseconsiderando la representaci�on binaria del ��ndice de los datos, en vez de larepresentaci�on ��ndice{d��gito. Si U , V y W no son potencias de la base, debe-mos repartir los bits del d��gito frontera entre las dos dimensiones adyacentes(memoria y �la), o (�la y columna). M�as adelante veremos en detalle esteproceso.1.5 Permutaciones ��ndice{d��gitoPara formular los algoritmos sobre un multicomputador con topolog��a mallavamos a de�nir un conjunto de operadores algebraicos que nos permitir�andescribir las operaciones realizadas sobre los datos. Estos operadores se de�-nen mediante distintas permutaciones ��ndice{d��gito. Para la escritura de lasexpresiones de los operadores seguiremos la convenci�on izquierda a derechade composici�on de los operadores. Por ejemplo, la expresi�on �1 � �2 indi-car�a que primero se generar�a el 
ujo de datos de�nido por el operador �1 y,a continuaci�on, el correspodiente a �2.De�niremos dos tipos de operadores correspondiendo, respectivamente,a computaciones y comunicaciones. Los operadores del primer tipo repre-sentan operaciones aritm�eticas de tipo in{situ sobre los datos contenidos enlas memorias locales de los PEs. Una operaci�on de tipo in{situ escribe losresultados de las operaciones en las mismas posiciones que los datos emplea-dos en su c�alculo. De�nimos los siguientes operadores que representan lascomputaciones,De�nici�on 3 Los operadores mariposa (butter
y), Bi, B0i y B00i realizan lassiguientes operaciones sobre los datos,1. Bi lee conjuntos de r datos que di�eren en su i-�esimo d��gito(f[tn � � � ti � � � t1]; 0 � ti < rg),2. B0i es semejante a Bi, excepto que tambi�en lee los r � 1 datos(f[tn � � � ti+10ti�1 � � � t1]� [0 � � �0ti0 � � �0]; 0 < ti < rg),3. B00i es semejante a B0i, excepto que tambi�en lee el dato ([ tn � � � ti+1fr � 1gti�1 � � � t1] + [0 � � � 010 � � �0]),y escriben los r resultados en las posiciones de memoria (f[tn � � � ti � � � t1]; 0 �ti < rg).
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B B’ B’’i i iFigura 1.9: Los operadores mariposa (Bi; B0i; B00i ) para secuencias de N = 8datos, base r = 2 e i = 1.En estas de�niciones, las operaciones + y � que se realizan sobre larepresentaci�on ��ndice{d��gito se entienden de la siguiente manera. Si la re-presentaci�on ��ndice{d��gito a y b son a = [an � � �a1] y b = [bn � � � b1], entonces[an � � �a1] + [bn � � � b1] es la representaci�on ��ndice{d��gito de a+ b.Estos operadores se muestran en la �gura 1.9. Puesto que estamos in-teresados s�olo en el reagrupamiento de los datos, consideraremos que lascomputaciones que se realizan son arbitrarias. La de�nici�on de estos opera-dores implica que el conjunto de r datos que se combinan est�a contenido enla memoria local de un �unico PE. Este operador conmutar�a con las redis-tribuciones de datos entre PEs que mantengan este requerimiento. Nosotrosrealizaremos redistribuciones de este tipo con el objeto de optimizar los al-goritmos. Para simplicar la notaci�on, escribiremos B � Bn. En la �gura1.10 mostramos un ejemplo de aplicaci�on del operador B sobre una malla detama~no 2� 2.Los operadores del segundo tipo representan redistribuciones de datosentre PEs. Para un operador gen�erico �, la expresi�on �[x; y; z] = [x0; y0; z0],signi�ca que los datos situados en la posici�on x{�esima de la memoria localdel PE de coordenadas (y; z) se desplaza a la posici�on de memoria x0{�esi-ma del PE de coordenadas (y0; z0). Entre los operadores que representancomunicaciones, de�nimos los siguientes,De�nici�on 4 El operador intercambio, Ei;j; i � j, realiza el intercambio de
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Figura 1.10: Aplicaci�on del operador mariposa, B4 y B3 base 2, y B2 base4 sobre una secuencia de longitud 16 en una malla de tama~no 2 � 2. Losconjuntos de datos marcados son los que se recombinan.los d��gitos i y j{�esimo de la representaci�on ��ndice{d��gito de los datos,Ei;j[tn � � � ti � � � tj � � � t1] = [tn � � � tj � � � ti � � � t1] (1.19)Este operador coincide con su inverso, pues Ei;jEi;j = 1.De�nici�on 5 El operador barajamiento perfecto, �i;j; i � j, realiza un des-plazamiento c��clico hacia la izquierda de los d��gitos comprendidos entre lasposiciones i y j-�esima de la representaci�on ��ndice-d��gito de los datos,�i;j[tn � � � t1] = [tn � � � ti+1ti�1 � � � tjtitj�1 � � � t1]: (1.20)De�nici�on 6 El operador desbarajamiento perfecto, �i;j; i � j, realiza undesplazamiento c��clico hacia la derecha de los d��gitos comprendidos entre lasposiciones i y j-�esima de la representaci�on ��ndice-d��gito de los datos,�i;j[tn � � � t1] = [tn � � � ti+1tjti � � � tj+1tj�1 � � � t1]: (1.21)Este operador y el anterior son inversos, pues claramente se veri�ca�i;j�i;j = 1.



1.5. Permutaciones ��ndice{d��gito 25De�nici�on 7 El operador d��gito{inverso, �i;j; i � j, invierte el orden delos d��gitos comprendidos entre las posiciones i y j-�esima de la representaci�on��ndice-d��gito de los datos,�i;j[tn � � � t1] = [tn � � � ti+1tjtj+1 � � � titj�1 � � � t1]: (1.22)Este operador coincide con su inverso, pues �i;j�i;j = 1.Por ejemplo, aplicando los operadores anteriores a una secuencia unidi-mensional de N = 8 datos y r = 2, resulta,(7 6 5 4 3 2 1 0) E3;1�! (7 3 5 1 6 2 4 0)(7 6 5 4 3 2 1 0) �3;1�! (7 3 6 2 5 1 4 0)(7 6 5 4 3 2 1 0) �3;1�! (7 5 3 1 6 4 2 0)(7 6 5 4 3 2 1 0) �3;1�! (7 3 5 1 6 2 4 0) (1.23)
En la �gura 1.11 mostramos la implementaci�on de los operadores �, �, �y E sobre una malla de tama~no 2 � 2 con una representaci�on ��ndice{d��gitobase 2, [ t3|{z}mem ; t2|{z}fila ; t1|{z}col ].Precisamos tambi�en de�nir los dos siguientes operadores,De�nici�on 8 El operador barajamiento perfecto sobre dos subcampos de d��gi-tos, �i;j;k;l; i � j � k � l, realiza un desplazamiento c��clico hacia la izquier-da desde el d��gito i al j{�esimo y desde el k al l{�esimo de la representaci�on��ndice{d��gito de los datos,�i;j;k;l[tn � � � t1] = [tn � � � ti+1ti�1 � � � tjtktj�1 � � � tk+1tk�1 � � � tltitl�1 � � � t1](1.24)N�otese que �i;j;k;l 6= �i;j�k;l; sin embargo �i;j;k;l = �i;j�k;lEj;l.De�nici�on 9 El operador desbarajamiento perfecto sobre dos subcampos ded��gitos, �i;j;k;l; i � j � k � l, realiza un desplazamiento c��clico hacia la de-recha desde el d��gito i al j{�esimo y desde el k al l{�esimo de la representaci�on��ndice{d��gito de los datos,
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Figura 1.11: Implementaci�on de los operadores base 2 intercambio, E3;1,barajamiento perfecto, �3;1, desbarajamiento perfecto, �3;1 y d��gito{inverso,�3;1 sobre una malla de tama~no 2� 2.
�i;j;k;l[tn � � � t1] = [tn � � � ti+1tlti � � � tj+1tj�1 � � � tk+1tjtk � � � tl+1tl�1 � � � t1](1.25)El objeto de estas de�niciones es disponer de operadores desbarajamientoperfecto y barajamiento perfecto que modi�quen s�olo las dimensiones me-moria y columna.Entre los operadores que hemos de�nido, se veri�can una serie de re-laciones que hemos incluido en la siguiente subsecci�on. Adem�as, podemosclasi�car los operadores en cuatro categor��as dependiendo del tipo de comu-nicaciones que precisan:1. Si el operador modi�ca s�olo la dimensi�on memoria no requiere comu-nicaciones.2. Si el operador modi�ca las dimensiones memoria y �la, las comunica-ciones tienen lugar en paralelo sobre las columnas.3. Si el operador modi�ca las dimensiones memoria y columna, las comu-nicaciones tienen lugar en paralelo sobre las �las.



1.5. Permutaciones ��ndice{d��gito 274. Si el operador modi�ca las dimensiones �la y columna las comunicacio-nes tienen lugar en diagonal, atravesando tanto �las como columnas.En el ejemplo de la �gura 1.11, los operadores E3;1 y �3;1 son del tipo 3,mientras que los operadores �3;1 y �3;1 son del tipo 4.1.5.1 Relaciones entre las permutaciones ��ndice{d��gitoEn este apartado obtendremos algunas relaciones que se veri�can entre losoperadores de�nidos previamente.El operador mariposa Bi conmuta con todos aquellos operadores que nomodi�can el d��gito i-�esimo, por ejemplo, BiEj;k = Ej;kBi (i 6= j; k). Encambio, si un operador modi�ca el d��gito i-�esimo, habr�a que tener esto encuenta. Podemos establecer el siguiente lema,Lema 1 BiEi;j = Ei;jBj (1.26)�n;jBi = Bi�1�n;j; i > j (1.27)Bi�n;j = �n;jBi�1; i > j (1.28)Demostraci�on Inmediata, por comprobaci�on directa. 2Se veri�can las siguientes expresiones relativas a los operadores intercam-bio:Lema 2 Ei;jEi;k = Ei;kEj;k = Ej;kEi;j (1.29)Ei;jEi;kEi;j = Ej;k (1.30)Demostraci�on Inmediata, por comprobaci�on directa. 2El lema 2 establece distintas relaciones entre las operaciones intercambioque afectan a tres d��gitos.Relativas al operador barajamiento perfecto, podemos demostrar las si-guientes relaciones,Lema 3�i;j = �i;j+1Ej+1;j = �i�1;jEi;j = Ei;j�i;j+1 = Ei;i�1�i�1;j (1.31)



28 Cap��tulo 1. Computadores de topolog��a malla con memoria distribuidaDemostraci�on Inmediata, aplicando la de�nici�on de los operadores. Porejemplo, la primera igualdad de (1.31) se demuestra de la siguiente forma�i;j+1Ej+1;j[tn � � � t1] = Ej+1;j[tn � � � ti+1ti�1 � � � tj+1titj � � � t1]= [tn � � � ti+1ti�1 � � � tjtitj�1 � � � t1] (1.32)= �i;j[tn � � � t1]2 El lema 3 proporciona una relaci�on entre la permutaci�on barajamientoperfecto y la correspondiente que desplaza un d��gito m�as.Lema 4 �i;j = i�1Yk=jEi;k = i�1Yk=jEk+1;j = i�jYk=1Ei�k+1;i�k (1.33)Demostraci�on Inmediata, aplicando recursivamente el lema 3. 2El lema 4 proporciona la descomposici�on de la permutaci�on barajamientoperfecto, �i;j, en i� j operaciones intercambio. La teor��a de grupos demues-tra que cualquier permutaci�on sobre i � j + 1 elementos puede expresarsecomo composici�on de i � j intercambios (transposiciones). En el caso de lapermutaci�on barajamiento perfecto �este es el n�umero m��nimo de intercambiosque se pueden usar, aunque son posibles otras descomposiciones que utilizani� j o m�as intercambios.Lema 5�i;j = �i;k+1�k;jEk+1;j = Ei;k�i;k+1�k;j = �i;k+1Ek+1;k�k;j (1.34)Tambi�en son v�alidas las siguientes expresiones alternativas�i;j = �k;j�i;k+1Ek+1;j = Ei;k�k;j�i;k+1 = �k;jEi;j�i;k+1 (1.35)siendo, en ambos casos i > k > j.Demostraci�on Inmediata, aplicando el lema 3. 2El lema 5 establece que la permutaci�on barajamiento perfecto �i;j (quedesplaza el campo de d��gitos situado entre las posiciones i y j-�esima) puededescomponerse en dos subpermutaciones que desplazan los campos fi; : : : ; k+1g y fk; : : : ; jg m�as una operaci�on de intercambio.Se veri�ca el siguiente lema,



1.5. Permutaciones ��ndice{d��gito 29Lema 6 sYi=1 �n;i = sYi=1 Es+i;i sYi=1 �n;2s+1;s;i (1.36)Demostraci�on Por inducci�on en la variable j sobre la ecuaci�on siguiente:sYi=j �n;i = (�2s;j)s�j+1 sYi=j �n;2s+1;s;i (1.37)Esta ecuaci�on se veri�ca para j = s, como puede comprobarse por sustituci�ondirecta. Si suponemos que se veri�ca para j + 1, es decirsYi=j+1�n;i = (�2s;j+1)s�j sYi=j+1�n;2s+1;s;i (1.38)entonces se veri�ca para j, pues,sYi=j �n;i = �n;j (�2s;j+1)s�j sYi=j+1 �n;2s+1;s;i= (�2s;j)s�j+1 �n;2s+1;s;j sYi=j+1�n;2s+1;s;i (1.39)ya que �n;j (�2s;j+1)s�j = (�2s+1;j)s�j+1 �n;2s+1;s;j como puede comprobarsepor sustituci�on directa, con lo que queda demostrada la expresi�on (1.37).Adem�as, (�2s;1)s = sYi=1 Es+i;i (1.40)como puede comprobarse por sustituci�on directa, con lo que queda demos-trado el lema. 2Entre el operador barajamiento perfecto y el operador d��gito{inverso pue-den establecerse las siguientes relaciones,Lema 7 i�jYk=0�i;j+k = i�jYk=0�j+k;j = �i;j (1.41)con i � j.



30 Cap��tulo 1. Computadores de topolog��a malla con memoria distribuidaDemostraci�on Inmediata, por inducci�on. 2Relaciones similares a las de los lemas 3 a 7 pueden establecerse para lapermutaci�on desbarajamiento perfecto �i;j. Puesto que �i;j = (�i;j)�1, lasexpresiones para el operador desbarajamiento perfecto se obtienen a partirde las correspondientes expresiones para el operador barajamiento perfecto,invertiendo cada uno de los operadores y el orden en las cadenas de opera-dores.El siguiente lema relaciona operadores del mismo tipo para diferentesbases.Lema 8 Los operadores base r2 pueden expresarse a partir de los correspon-dientes operadores base r de la siguiente formaBr2 =  rYk=1Brn�k+1! �rn;n�r+1 = �rn;n�r+1 rYk=1Brn�r+k (1.42)Er2i;j = rYk=1Err(i�1)+k;r(j�1)+k (1.43)�r2i;j = rYk=1�rr(i�1)+1;r(j�1)+1 (1.44)�r2i;j = rYk=1�rr(i�1)+1;r(j�1)+1 (1.45)en donde hemos indicado con un super��ndice la base de los operadores.Demostraci�on Inmediata por comprobaci�on directa. 21.6 Multiprocesadores utilizadosEn esta secci�on presentaremos las m�aquinas paralelas con las que hemostrabajado, en concreto el AP1000 de Fujitsu y el T3E de Cray. Ambasm�aquinas son multiprocesadores con topolog��a malla y memoria distribuida.Utilizaremos el modelo de programaci�on de pase de mensajes. Las rutinasque permiten realizar estas operaciones son extensiones de un lenguaje de altonivel, como el C o FORTRAN. Tambi�en est�an disponibles entornos est�andardcomo MPI [50].
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Figura 1.12: Estructura del computador multiprocesador AP1000.1.6.1 El AP1000 de FujitsuEl AP1000 es un computador multiprocesador de memoria distribuida comer-cializado por Fujitsu. Este computador tiene una topolog��a de toroide 2{D.Consta de 64 a 1024 PEs o celdas los cuales se encuentran interconectadosmediante tres redes de comunicaci�on independientes, como puede observarseen la �gura 1.12. Estas son:� Red de difusi�on o red B, para comunicaciones de 1 a N , entre el pro-cesador host y los PEs, as�� como para distribuci�on y recolecci�on de losdatos.� Red toroide o red T, para comunicaciones punto a punto entre los PEs.� Red de sincronizaci�on o red S, empleada en las sincronizaciones debarrera.Los PEs del AP1000, cuya con�guraci�on se muestra en la �gura 1.13, cons-tan de: una unidad de enteros (IU), una unidad de punto 
otante (FPU), uncontrolador de mensajes (MSC), un controlador de encaminamiento (RTC),una interface con la red B (BIF) y 16 Mbytes de memoria RAM din�amica(DRAM). La IU, la FPU y una cache de 128 Kbytes est�an conectadas al
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25 Mbyte/sFigura 1.13: Con�guraci�on de los PEs del computador AP1000.MSC. Durante la operaci�on normal, los MSCs trabajan como controladoresde memoria cache con un esquema de ubicaci�on directa y una estrategia depostescritura (copy{back) de actualizaci�on de la memoria principal, siendo eltama~no de los bloques de cuatro palabras.El MSC, RTC, BIF y el controlador DRAM de cada PE est�an conectadosa trav�es de un bus local (LBUS en la �gura 1.13), que es un bus s��ncrono de 32bits. Adem�as, cada PE tiene un conector al LBUS externo, que permite variasopciones hardware tales como interface de E/S de alta velocidad, interfacede disco y memoria adicional.Una estaci�on Sun{4/330 act�ua como un computador host que efect�uatareas de control. Los interfaces del host est�an constituidos por una interfazVME{bus, una interfaz B{net y una memoria local de 32 Mbytes.1.6.2 El Cray T3EEl Cray T3E [93] implementa un espacio de direcciones almacenadas sobreuna memoria distribuida (sobre 2GB por PE). Cada PE contiene un DECAlpha 21164. Puede constar de 16 a 2048 PEs conectados mediante una redbidireccional en toro tridimensional, ver �gura 1.14, con un gran ancho debanda. La velocidad de comunicaci�on entre PEs en cualquier direcci�on atrav�es del toro es de 480 Mbytes/s.



1.6. Multiprocesadores utilizados 33Cada celda del T3E, como se puede ver en la �gura 1.15, incluye: unmicroprocesador DEC Alpha 21164, una memoria local, un router de comu-nicaci�on y una l�ogica de control.El sistema de memoria es l�ogicamente compartido y f��sicamente distribui-do, con lo que todos los PEs tienen su memoria local, pero pueden accedera la memoria de los otros PEs sin necesidad de utilizar un protocolo de pa-so de mensajes. As��, este multiprocesador se puede programar utilizandoun modelo de pase de mensaje (MPI o PVM), o utilizando un modelo deprogramaci�on de memoria compartida (HPF).El T3E aumenta el interface de memoria del microprocesador DEC 21164con un conjunto de registros externos (E-registros). Estos registros se utilizancomo fuente o destino para las comunicaciones remotas. Todas las comuni-caciones remotas y las sincronizaciones se realizan entre los registros y lamemoria.

Figura 1.14: Red 3D toro.
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Figura 1.15: Diagrama de bloque del PE del Cray T3E.1.7 Rendimiento de un algoritmo paraleloEn esta memoria describiremos una serie de algoritmos paralelos con ayudadel �algebra de operadores que hemos presentado. Para medir la efectividadde los algoritmos se han propuesto una serie de param�etros [75] entre los queseleccionamos los siguientes:� Aceleraci�on, (Sp). El factor de aceleraci�on (speed{up) de un programaparalelo que emplea P PEs se de�ne mediante la expresi�onSp = TSTP (1.46)donde TS es el tiempo de ejecuci�on del mejor programa secuencial queresuelve el problema sobre un PE y TP es el tiempo de ejecuci�on sobreP PEs. En otras palabras, la aceleraci�on muestra la ganancia de velo-cidad de computaci�on paralela; cuanto mayor sea Sp, mejor. El factorde aceleraci�on, como se muestra en la �gura 1.16.a es normalmentemenor que el n�umero de PEs (1 � Sp � P ), que ser��a el caso ideal.Esto se debe al tiempo perdido debido a las dependencias de datos, alas comunicaciones, sincronizaciones, y otros gastos requeridos por lacomputaci�on paralela.Aceleraciones m�as grandes que el n�umero de PEs, llamadas sobreacele-raciones, se pueden obtener si el programa paralelo elimina computa-ciones innecesarias y caminos err�oneos del programa secuencial, comopuede ocurrir en casos particulares de problemas de b�usqueda. Tam-bi�en pueden ocurrir sobreaceleraciones cuando la estructura de datos



1.7. Rendimiento de un algoritmo paralelo 35del algoritmo paralelo pueda distribuirse completamente en las cachesde los PEs, mientras que en el programa secuencial deba utilizarse me-moria principal.
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Cap��tulo 2La transformada r�apida deFourier
2.1 Introducci�onLa transformada de Fourier es una herramienta b�asica en �areas cient���casy de ingenier��a tan diversas como la medicina, la ac�ustica, el procesado deim�agenes, el dise~no de sistemas y muchos otros campos. Durante a~nos, todosestos campos han estado limitados en su desarrollo debido a que los algorit-mos utilizados para calcular la transformada de Fourier empleaban un tiempoprohibitivo.En 1965 Cooley y Tukey [27] desarrollaron un algoritmo para acelerarel c�alculo de la transformada discreta de Fourier (DFT). Este algoritmo co-nocido como Fast Fourier Transform (FFT) DET base 2, est�a basado en laaplicaci�on del m�etodo de doblamiento sucesivo (DS). El m�etodo DS se basaen la estrategia divide y vencer�as (DV), la metodolog��a de dise~no paralelom�as ampliamente utilizada. Algoritmos paralelos basados en la estrategiaDV se utilizan en casi todas las �areas cient���cas. Algunos ejemplos son elc�alculo de la suma de N elementos, la resoluci�on de sistemas tridiagonales, elc�alculo de transformadas r�apidas, la determinaci�on del camino m��nimo entredos nodos, etc.El ejemplo m�as sencillo de aplicaci�on del m�etodo DS es la suma de�nidaX = N�1Xi=0 xi: (2.1)La ejecuci�on secuencial de esta suma se muestra en la �gura 2.1.a. La apli-37



38 Cap��tulo 2. La transformada r�apida de Fouriercaci�on del m�etodo de DS consiste en descomponer la expresi�on 2.1 en dossubsecuencias del mismo tipo que operan sobre la mitad de los elementos.Reiterando el proceso sobre cada subsuma obtenemos el algoritmo de la �gura2.1.b.La aplicaci�on del m�etodo DS consigue un 
ujo de datos muy regular quepermite su proyecci�on e�ciente sobre sistemas paralelos y, en muchas ocasio-nes, tambi�en elimina las redundancias del problema, construyendo algoritmosde mucha menor complejidad y m�as r�apidos que los de partida. As��, la com-plejidad algor��tmica de la DFT de una secuencia de N elementos es de ordenO(N2), mientras que la de la FFT es O(Ndlog2Ne). Esta reducci�on pue-de ser de varios �ordenes de magnitud en determinadas aplicaciones. Por laregularidad de acceso a los datos en la FFT, se puede optimizar su rendi-miento mediante un mapeado �optimo y una adecuada temporizaci�on de lascomputaciones.El algoritmo FFT permiti�o resolver problemas hasta entonces inaborda-bles. Con el �n de probarlo se efectu�o el an�alisis de un temblor de tierrasucedido en Alaska en 1964. El algoritmo cl�asico requiri�o m�as de 26 minutos,mientras bastaron menos de dos segundos y medio con el nuevo para realizarla tarea.Desde la aparici�on del algoritmo de Cooley y Tukey para la FFT en 1965han surgido un gran n�umero de algoritmos alternativos. Todos los algoritmosobtienen el mismo resultado pero var��an el c�alculo y el 
ujo de datos de losresultados intermedios.No revisaremos los algoritmos secuenciales de la bibliograf��a. S�olo ci-taremos aqu�� algunos de los numerosos libros y monograf��as que han idoapareciendo a lo largo de los a~nos. Destacan el libro de Rabiner y Gold [84]y la recopilaci�on de trabajos [105] como una gu��a bibliogr�a�ca de algoritmossecuenciales y vectoriales. Han sido presentada implementaciones de diferen-tes versiones de la FFT sobre sistemas multiprocesadores [78, 13, 119, 31],sobre computadores de topolog��a hipercubo [108], sobre computadores de to-polog��a malla [36, 11, 14], sobre computadores vectoriales [15, 25, 6, 53], ysobre multiprocesadores con memoria distribuida [23], entre otros.2.2 La transformada r�apida de FourierLa FFT es un algoritmo obtenido a partir de la DFT aplicando la estrategiaDV [27]. La DFT de una secuencia fx(m); 0 � m < Ng de N elementos, sede�ne a trav�es de la siguiente ecuaci�on,



2.2. La transformada r�apida de Fourier 39
x

x

x

x

x

x

x

x

0

1

2

3

4

5

6

7

X

(a)
x

x

x

x

x

x

x

x

0

1

2

3

4

5

6

7

X

(b)Figura 2.1: Recurrencia del tipo suma sobre una secuencia de N = 8 datos,(a) realizada secuencialmente, (b) realizada en paralelo aplicando el m�etodode DS.



40 Cap��tulo 2. La transformada r�apida de Fourier
X(k) = N�1Xm=0 x(m)WmkN ; k = 0; 1 � � � ; N � 1: (2.2)donde WmkN = e�j(2�=N)mk.La estrategia DV se aplica a una DFT de tama~no N = rn dividiendo lasecuencia inicial de datos en r subsecuencias de longitud N=r (algoritmo baser). Cada una de las subsecuencias obtenidas se subdivide en r subsecuen-cias. Dependiendo del criterio de formaci�on de las subsecuencias se obtienenlos algoritmos Decimaci�on en Tiempo (DET) y Decimaci�on en Frecuencia(DEF). A continuaci�on presentamos el proceso de obtenci�on de ambos algo-ritmos para el caso de una secuencia x(m) de N datos, donde N es potenciade dos (r = 2).2.2.1 Decimaci�on en el tiempoLa secuencia se divide en dos subsecuencias de N=2 datos, x1(m) y x2(m),tomando los t�erminos pares e impares de x(m) respectivamente,x1(m) = x(2m) m = 0; 1; � � � ; N=2� 1x2(m) = x(2m+ 1) m = 0; 1; � � � ; N=2� 1: (2.3)La DFT de la secuencia N datos puede escribirse comoX(k) = N�1Xm=0; m par x(m)WmkN + N�1Xm=0; m impar x(m)WmkN (2.4)y obtenemos la expresi�onX(k) = N=2�1Xm=0 x(2m)W 2mkN + N=2�1Xm=0 x(2m + 1)W (2m+1)kN (2.5)renombrando W 2N = [e�j(2�=N)]2 = e�j(2�=(N=2)) = WN=2 (2.6)



2.2. La transformada r�apida de Fourier 41podemos reescribir X(k) comoX(k) = N=2�1Xm=0 x1(m)WmkN=2| {z }X1(k) +W kN N=2�1Xm=0 x2(m)WmkN=2| {z }X2(k)= X1(k) +W kNX2(k) (2.7)donde las secuencias X1(k) y X2(k) son las DFTs de las secuencias de N=2datos x1(m) y x2(m) respectivamente. X(k) est�a de�nida para 0 � k < N yX1(k) y X2(k) est�an de�nidas para 0 � k < N=2. La secuencia transformadade los valores k � N=2 se obtiene por la periodicidad de la DFT y por laigualdad W k�N=2N = �W kN .X(k) = 8<: X1 +W kNX2(k); 0 � k < N2X1(k � N2 ) +W k�N=2N (k � N2 ); N2 � k < N (2.8)As��, las ecuaciones que relacionan una transformada de longitud N con dossubtransformadas de longitud N=2 son:X(k) = 8<: X1(k) +W kNX2(k); 0 � k < N2X1(k � N2 )�W kNX2(k � N2 ); N2 � k < N (2.9)En la �gura 2.2 se muestra la evaluaci�on de una DFT sobre una secuen-cia de 8 datos usando dos DFTs de longitud 4. Utilizaremos la notaci�ongr�a�ca que se muestra en la �gura 2.3: la 
echa de�ne una multiplicaci�onpor el factor colocado sobre ella, mientras que el c��rculo indica una adici�on{sustracci�on, apareciendo la suma siempre en la parte superior y la diferenciaen la parte inferior. En general, todas las variables son n�umeros complejos.Si reiteramos el proceso de tal forma que cada una de las secuenciasx1(m) y x2(m) se dividen a su vez en dos subsecuencias (compuestas por lost�erminos pares e impares de las secuencias), entonces las DFTs de longitudN=2 datos pueden obtenerse como una combinaci�on de DFTs de longitudN=4. Este proceso se reitera hasta obtener subsecuencias de tama~no m��nimo(r datos), para las que el c�alculo de la DFT es inmediato. Por ejemplo, siN = 8, r = 2 y se realiza otro desdoblamiento sobre las subsecuencias delongitud N=4 se llega a subsecuencias de dos datos (base de la transformada).El c�alculo de estas DFTs se puede ver en la �gura 2.4. Una DFT de dos datos,F (k); k = 0; 1 puede ser evaluada por
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F (0) = f(0) + f(1)W 08F (1) = f(0) + f(1)W 48 (2.10)donde f(n) es la secuencia de entrada de dos datos que se transforman.Como W 08 = 1 y W 48 = �1, ninguna multiplicaci�on es necesaria para evaluarla ecuaci�on (2.10). As��, la DFT de 8 datos de las �guras 2.2 y 2.4 se puedenreducir al 
ujo de datos de la �gura 2.5.El algoritmo que hemos descrito se llama decimaci�on en el tiempo, (DET),porque en cada paso del algoritmo la secuencia de entrada, dominio del tiem-po, se divide en subsecuencias menores. La secuencia de entrada es decimadaen el tiempo. La operaci�on b�asica de la DET se llama mariposa. Esta ope-raci�on se realiza sobre dos datos A y B que dan dos salidas X e Y mediantela expresi�on, X = A+W kNBY = A�W kNB (2.11)en la �gura 2.8.a se muestra el 
ujo para una mariposa DET.La complejidad algor��tmica de la DFT de una secuencia de N datos com-putada a partir de la de�nici�on es de orden O(N2), mientras que la delalgoritmo r�apido, FFT, es de orden de O(N logrN).
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Figura 2.5: FFT de una secuencia de 8 datos obtenida por la t�ecnica DV enbase 2.2.2.2 Decimaci�on en frecuenciaOtra versi�on de la FFT es la llamada decimaci�on en frecuencia, DEF. Eneste caso, la secuencia de entrada x(m), se parte en dos subsecuencias, cadauna de longitud N=2. La primera secuencia x1(m) consiste en los primerosN=2 datos de x(m), y la segunda, x2(m) consiste en los �ultimos N=2 datosde x(m), x1(m) = x(m) m = 0; 1; � � � ; N=2� 1x2(m) = x(N=2 +m) m = 0; 1; � � � ; N=2� 1 (2.12)La DFT de longitud N de la secuencia x(m) puede ahora escribirseX(k) = N=2�1Xm=0 x(m)WmkN + N�1Xm=N=2 x(m)WmkN= N=2�1Xm=0 x1(m)WmkN + N=2�1Xm=0 x2(m)W (m+N=2)kN (2.13)
y usando el hecho de que W kN=2N = e�j�k, se llega a la siguiente relaci�on,



2.2. La transformada r�apida de Fourier 45X(k) = N=2�1Xm=0 [x1(m) + e�j�kx2(m)]WmkN (2.14)Si ahora consideramos separadamente los t�erminos pares e impares de latransformada obtenemos las siguientes expresiones:X(2k) = N=2�1Xm=0 (W 2N )mk[x1(m) + x2(m)]= N�1Xm=0WmkN=2[x1(m) + x2(m)]
X(2k + 1) = N=2�1Xm=0 Wm(2k+1)N [x1(m)� x2(m)]= N=2�1Xm=0 WmkN=2(WmkN [x1(m)� x2(m)])

(2.15)
Estas ecuaciones muestran que los t�erminos pares e impares de la trans-formada pueden obtenerse desde dos transformadas de longitud N=2 de lassecuencias f(m) y g(m) siguientes:f(m) = x1(m) + x2(m); m = 0; 1; � � � ; N=2� 1g(m) =WmN [x1(m)� x2(m)]; m = 0; 1; � � � ; N=2� 1 (2.16)En la �gura 2.6 se muestra la evaluaci�on de una DFT con esta aproxi-maci�on sobre una secuencia de 8 datos usando dos DFT de longitud 4. Sireiteramos el proceso como hemos hecho en el caso de la DET se obtiene elalgoritmo FFT de la �gura 2.7.Comparando los dos algoritmos obtenidos se observan dos diferencias.En primer lugar, las mariposas DEF y DET son distintas, (�gura 2.8). Enlas mariposas del algoritmo DET la multiplicaci�on por el factor complejose realiza antes que la operaci�on de adici�on-sustracci�on, mientras que en lasmariposas DEF esto sucede al rev�es. Una segunda diferencia es que en elalgoritmo DET la entrada es en orden d��gito{inverso y la salida en orden
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( b )( a )Figura 2.8: Mariposa de los algoritmos DET (a) y DEF(b).natural, mientras que para la DEF la entrada es en orden natural y d��gito-inverso para la salida. Sin embargo, esta �ultima diferencia es s�olo aparente,pues se pueden construir algoritmos DEF y DET con cualquiera de los dostipos de ordenamiento.2.2.3 Algoritmos para distintas basesEn los apartados anteriores hemos desarrollado los algoritmos FFT, DETy DEF para base 2. Pero se pueden construir algoritmos similares paracualquier base. En general, un algoritmo base r divide una transformadade longitud N en N=r subtransformadas de longitud r donde las mariposasobtenidas operan sobre r datos.Un algoritmo de especial importancia es la FFT base 4. En las �guras2.9 y 2.10 se muestran los algoritmos DET y DEF base 4 para una secuenciade N = 16 datos. En estas �guras se utiliza para la representaci�on de lasmariposas la misma notaci�on que en los esquemas correspondientes a base2. En este caso la notaci�on se ha generalizado: el c��rculo con r entradas yr salidas representa un nodo aritm�etico que computa una transformada de rdatos. Esta operaci�on se realiza sobre cuatro datos A, B, C y D y da cuatrosalidas X, Y , Z y T por la expresi�on,X = A + BW k + CW 2k + DW 3kY = A + BjW k � CW 2k � DjW 3kZ = A � BW k + CW 2k � DW 3kT = A � BjW k � CW 2k � DjW 3k (2.17)Frente a la 
exibilidad del algoritmo base 2 (la secuencia a transformar espotencia de 2), los algoritmos base 4 presentan la ventaja de un menor n�ume-ro de multiplicaciones y referencias a memoria, lo cual supone un incrementoen la velocidad de computaci�on.
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Figura 2.9: Algoritmo FFT base 4 en una transformada de 16 datos usandoDET.

Figura 2.10: Algoritmo FFT base 4 en una transformada de 16 datos usandoDEF.



2.2. La transformada r�apida de Fourier 49Para bases mayores que 4 no se obtienen algoritmos e�cientes. La �gura2.11 muestra una transformada base 8 para N = 64 datos. Una transformadade 8 datos se realiza sobre ocho datos A, B, C, D, E, F , G y H y da ochosalidas X, Y , Z, T , P , Q, R, y S por la expresi�on,X = [A+ EW 4k + CW 2k +GW 6k] +[BW k + FW 5k +DW 3k +HW 7k]Y = [A� EW 4k + j(CW 2k �GW 6k)] +(1 + j)[BW k � FW 5k +DW 3k �HW 7k]Z = [A+ EW 4k � (CW 2k +GW 6k)] +j[BW k + FW 5k � (DW 3k +HW 7k)]T = [A� EW 4k � j(CW 2k �GW 6k)] +(1� j)[BW k � FW 5k � j(DW 3k �HW 7k)]P = [A+ EW 4k + CW 2k +GW 6k] �[BW k + FW 5k +DW 3k +HW 7k]Q = [A� EW 4k + j(CW 2k �GW 6k)] �(1 + j)[BW k � FW 5k +DW 3k �HW 7k]R = [A+ EW 4k � (CW 2k +GW 6k)] �j[BW k + FW 5k � (DW 3k +HW 7k)]S = [A� EW 4k � j(CW 2k �GW 6k)] �(1� j)[BW k � FW 5k � j(DW 3k �HW 7k)]

(2.18)

El c�alculo de una mariposa de 8 datos precisa dos multiplicaciones complejas;en cambio el c�alculo de las mariposas de 2 y 4 datos, no introduce multipli-caciones. Por lo tanto, en el algoritmo base 8 las multiplicaciones se debentanto al c�alculo de las transformadas discretas (representadas por c��rculos enlos esquemas), como a los productos por los coe�cientes (factores sobre las
echas).De lo anterior parece deducirse que el algoritmo base 4 es �optimo. Es-to es cierto para una FFT de 64 datos. Sin embargo, no es cierto que latransformada base 4 sea siempre �optima, sino que para una determinadatransformada es aconsejable probar distintas bases para encontrar el algorit-mo m�as e�ciente. Adem�as, no es lo mismo un algoritmo �optimo secuencial
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2.3. Los algoritmos FFT 51que uno paralelo o vectorizado.Un algoritmo que conjuga las ventajas de los algoritmos base 2 (
exibi-lidad) y base 4 (reducido n�umero de multiplicaciones y acceso a memoria)es la FFT divisi�on{base, inicialmente desarrollada por Duhamel y Hollman[32].2.3 Los algoritmos FFTEl proceso de descomposici�on de la transformada de una secuencia en m�ulti-ples transformadas sobre secuencias de menor tama~no es la base de todos losalgoritmos FFT. Existen, sin embargo, muchos algoritmos FFT para compu-tar la DFT de una determinada secuencia, aunque el resultado de todos ellossea el mismo. Dependiendo de c�omo se organicen las computaciones y el 
ujode datos se han dise~nado un gran n�umero de algoritmos FFT [84]. Estas dife-rencias son de especial importancia, pues proveen algoritmos espec���cos conpropiedades atractivas para cada aplicaci�on particular. Clasi�caremos losalgoritmos FFT seg�un los distintos tipos de 
ujos de datos y consideraremosalgoritmos in{situ, geometr��a constante y en{orden.2.3.1 El algoritmo in{situEl algoritmo de Cooley{Tukey de FFT [27] es un algoritmo in{situ (ver �gura2.12). Los algoritmos in{situ se caracterizan porque los resultados parcia-les se escriben sobre los datos empleados. Por esta raz�on no se necesitanelementos de almacenamiento adicionales y, por tanto, se minimizan los re-querimientos de memoria. Pero estos algoritmos FFT necesitan como primerpaso una operaci�on d��gito{inverso, �n;1, de la secuencia de entrada y a con-tinuaci�on n etapas de computaci�on, como expresa el siguiente lemaLema 9 La FFT base r y longitud N = rn puede expresarse mediante lacadena de operadores �n;1 nYi=1 Bi (2.19)o, alternativamente, mediante la cadena," nYi=1 Bn�i+1# �n;1 (2.20)
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Todas las etapas se describen como �n;1B1 o Bn�n;1 dependiendo de c�omose organicen las entradas. En la �gura 2.15 se ilustra esquem�aticamente el
ujo de datos de estos algoritmos utilizando la representaci�on ��ndice{d��gito.



56 Cap��tulo 2. La transformada r�apida de Fourier2.4 Los algoritmos en-orden. Paralelizaci�onEstos algoritmos, al contrario que las restantes versiones de la FFT, propor-cionan la secuencia de salida en el orden correcto (d��gito-inverso) respectoa la secuencia de entrada y no requieren barajamiento adicionales. En la�gura 2.16.a y 2.16.b se muestra la aplicaci�on de este algoritmo al c�alculo dela transformada de una secuencia de 8 datos.Mostramos a continuaci�on dos versiones de este tipo de algoritmos,Algoritmo 1 La FFT base r y longitud N = rn puede expresarse mediantela cadena de operadores nYi=1 B�n;i (2.23)o, alternativamente, mediante la cadena,nYi=1 �n;n�i+1B; (2.24)donde B � Bn.En la �gura 2.17 ilustramos esquem�aticamente el 
ujo de datos de estosalgoritmos utilizando la representaci�on ��ndice-d��gito.Como ya se indic�o, los operadores mariposa representan las operacionesaritm�eticas que requieren los algoritmos mientras que los restantes operado-res, barajamiento y desbarajamiento perfecto, etc. representan las comuni-cacionesLos algoritmos en-orden no requieren barajamientos adicionales de losdatos. Sin embargo, cuando se implementan sobre una malla, los operado-res que aparecen en la ecuaci�on 2.23 implican comunicaciones en diagonalsobre �las y columnas y son dif��ciles de computar in-situ. Por tanto, estosalgoritmos no son muy e�cientes. Las comunicaciones pueden mejorarse mo-di�cando las redistribuciones de los datos y empleando los operadores de lasde�niciones 8 y 9 del cap��tulo 1. Los algoritmos resultantes son los siguientes,Algoritmo 2 La FFT base r y longitud N = rn puede expresarse mediantela cadena de operadores
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60 Cap��tulo 2. La transformada r�apida de Fourierorden. El intercambio de datos involucra a varios PEs ya que varios d��gitosde la dimensi�on memoria se desplazan a la dimensi�on �la o a la dimensi�oncolumna. A continuaci�on veremos otros algoritmos FFT basados en la per-mutaci�on intercambio, permutaci�on m�as f�acil de implementar.Algoritmo 3 La FFT base r y longitud N = rn puede expresarse mediantela cadena de operadores �n�1;1 nYi=1 BEn;i (2.28)o, alternativamente, mediante la cadena, nYi=1 En;n�i+1B! �n�1;1 (2.29)Demostraci�on Demostraremos s�olo la primera expresi�on. Partiendo del pri-mer algoritmo, ecuaci�on (2.23) y usando la relaci�on �n;i = �n�1;iEn;i obtenidaen el lema 3 (Cap��tulo 1), tenemos,nYi=1 B�n;i = nYi=1 B�n�1;iEn;i= n�1Yi=1 �n�1;i nYi=1 BEn;i (2.30)= �n�1;1 nYi=1 BEn;ien donde hemos usado el lema 7 (Cap��tulo 1) y tenido en cuenta que Bconmuta con �n�1;i. 2En estos algoritmos podemos distinguir n etapas de computa-ci�on/comunicaci�on y un barajamiento de datos seg�un la permutaci�on �n�1;1.El 
ujo de datos en estas n etapas se de�ne mediante el operador inter-cambio: u de estas etapas no requieren comunicaciones, v etapas requierencomunicaciones en paralelo a trav�es de las columnas y w etapas requierencomunicaciones en paralelo a trav�es de las �las. Dependiendo del algoritmo,el barajamiento de datos �n�1;1 puede realizarse sobre la secuencia de entradao sobre la secuencia de salida. Este barajamiento implica comunicaciones en
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Figura 2.19: Esquema ��ndice-d��gito de las redistribuciones de datos en losalgoritmos de tipo 3 de longitudN = r6. Los c��rculos representan al operadormariposa y las l��neas al operador intercambio.diagonal sobre �las y columnas. El algoritmo dado por la ecuaci�on (2.29) esequivalente al propuesto en [36].En general, las comunicaciones basadas en el operador intercambio sonm�as e�cientes que las basadas en el operador barajamiento perfecto. Eloperador intercambio s�olo trans�ere un d��gito de la dimensi�on memoria ala dimensi�on �la o a la dimensi�on columna, por lo que el n�umero de PEsque intercambian datos entre s�� es menor (r PEs para un algoritmo base r).Adem�as el algoritmo puede computarse en-orden f�acilmente. En la �gura 2.19ilustramos esquem�aticamente el 
ujo de datos de estos algoritmos utilizandola representaci�on ��ndice-d��gito.El siguiente algoritmo, tambi�en basado en la permutaci�on intercambio,no requiere ning�un barajamiento adicional de los datos que implique comu-nicaciones en diagonal entre �las y columnas,Algoritmo 4 La FFT base r y longitud N = rn puede expresarse mediantela cadena de operadores pYi=1 BEn;iEn;n�i nYi=p+1BEn;i (2.31)



62 Cap��tulo 2. La transformada r�apida de Fouriero, alternativamente, mediante la cadena,n�pYi=1 En;n�i+1B nYi=n�p+1En;i�1En;n�i+1B (2.32)en ambos casos p = n=2� 1 si n es par o p = bn=2c si n es impar.Demostraci�on Demostraremos s�olo la primera expresi�on. Si n es par,entonces �n�1;1 = En�1;1En�2;2 � � �En=2+1;n=2�1; y si n es impar, �n�1;1 =En�1;1En�2;2 � � �Ebn=2c+1;bn=2c. Suponiendo que n es par y partiendo del algo-ritmo 3, �n�1;1 nYi=1 BEn;i = n=2�1Yi=1 En�i;i nYi=1 BEn;i (2.33)= n=2�1Yi=1 BEn�i;iEn;i nYi=n=2BEn;i= n=2�1Yi=1 BEn;iEn;n�i nYi=n=2BEn;ien donde hemos tenido en cuenta que B conmuta con En�i;i y que En�i;iEn;i =En;iEn;n�i (lema 2, Cap��tulo 1). Si n es impar, la demostraci�on es similar. 2Estos algoritmos tienen las dos caracter��sticas deseables, pues son en-orden e in-situ. Son en-orden puesto que requieren realizar �unicamente netapas de computaci�on/comunicaci�on, sin necesidad de barajamientos adi-cionales. Son in-situ puesto que los operadores que de�nen las redistribucio-nes de datos son intercambio. Algunas de las etapas incluyen dos operadoresintercambio que implican respectivamente comunicaciones en paralelo sobre�las y columnas. En la �gura 2.20 ilustramos esquem�aticamente el 
ujode datos de estos algoritmos utilizando la representaci�on ��ndice{d��gito. Unalgoritmo similar al de la ecuaci�on (2.32) se implementa en [108] sobre uncomputador hipercubo, aunque puede adaptarse f�acilmente para una malla.A continuaci�on presentamos otro algoritmo de la FFT basado en la per-mutaci�on intercambio que no necesita ninguna permutaci�on adicional entrePEs.Algoritmo 5 La FFT base r y longitud N = rn puede expresarse mediantela cadena de operadores
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ujo de datos de estos algoritmos utilizando larepresentaci�on ��ndice{d��gito. El �unico problema que presenta este tipo dealgoritmos es que s�olo son v�alidos si n > 2(v + w).Los algoritmos 1 a 5 se basan en la realizaci�on de una secuencia de etapas
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Figura 2.22: Esquema ��ndice-d��gito de las redistribuciones de datos en unalgoritmo de tipo 4 base 4 en funci�on de operaciones base 2 de longitud256 sobre una malla de tama~no 8 � 2. Los c��rculos representan al operadormariposa y las l��neas a los operadores intercambio.
de computaci�on/comunicaci�on. Esta no es la �unica forma posible de organizarla FFT. Otra posibilidad es realizar un conjunto de etapas de computaci�onhasta agotar los datos disponibles en las memorias locales de los PEs (bloquesde tama~no N=(V � W )) y realizar a continuaci�on un conjunto de etapasde comunicaci�on. Este esquema se repite hasta completar el conjunto deetapas de la FFT. Esta t�ecnica es equivalente a considerar un algoritmo baser = N=(V �W ).Incrementar la base no implica complicar los algoritmos. El lema 8 esta-blece la expresi�on de los operadores base r2 en funci�on de los operadores baser. Este lema nos permitir�a implementar algoritmos sobre mallas en las queel n�umero de �las y columnas de PEs no es m�ultiplo de la base. En la �gura2.22 mostramos esquem�aticamente el 
ujo de datos de un algoritmo de tipo4 base 4 en funci�on de operaciones base 2 sobre una malla de tama~no 8� 2.



66 Cap��tulo 2. La transformada r�apida de Fourier2.5 Evaluaci�on e implementaci�on de la trans-formada r�apida de FourierEn el apartado anterior hemos formulado diez algoritmos FFT que hemosagrupado en grupos de dos. El segundo algoritmo de cada grupo se obtienemediante la reversi�on (implementa las mismas operaciones en orden inverso)de cada una de las operaciones realizadas en el primero y, por tanto, suscaracter��sticas son similares. Estos diez algoritmos son los siguientes,1. Dos algoritmos basados respectivamente en las permutaciones baraja-miento perfecto y desbarajamiento perfecto, de tipo no in-situ, en{orden, y que requieren comunicaciones en diagonal sobre �las y colum-nas, (Algoritmo 1).2. Dos algoritmos basados respectivamente en las permutaciones baraja-miento perfecto y desbarajamiento perfecto, de tipo no in-situ, querequieren la transposici�on de las �las y columnas de datos, y con co-municaciones en paralelo sobre �las y columnas, (Algoritmo 2).3. Dos algoritmos basados en la permutaci�on intercambio, de tipo in-situ,que requieren la permutaci�on de datos de acuerdo a la permutaci�ond��gito{inverso, bien sobre la secuencia de entrada, bien sobre la secuen-cia de salida, y con comunicaciones en paralelo sobre �las y columnas,(Algoritmo 3).4. Dos algoritmos basados en la permutaci�on intercambio, de tipo in-situ,en{orden, y con comunicaciones en paralelo sobre �las y columnas,(Algoritmo 4).5. Dos algoritmos basados en la permutaci�on intercambio, de tipo in{situ, en{orden, que requieren una permutaci�on ��ndice{d��gito entre losdatos locales de cada PE, y con comunicaciones en paralelo sobre �lasy columnas, (Algoritmo 5).En la tabla 2.1 resumimos el n�umero de comunicaciones y de posicionesde memoria requeridas por los algoritmos. En esta tabla hemos supuestoalgoritmos base 2 (N = 2n) y mallas cuadradas (W � W ). El n�umero decomunicaciones lo hemos obtenido sumando las transferencias celda a celdarequeridas por cada dato en las etapas de computaci�on/comunicaci�on. Deaqu�� se deduce que los algoritmos 4 y 5, en general, ser�an los m�as e�cientes.



2.5. Evaluaci�on e implementaci�on de la transformada r�apida de Fourier 67

Algoritmo Comunicaciones Permutacionesadicionales Memoria1 (2v + w)U2 { 2N2 2wU2 wYi=1 Ew+i;i 2N3 (u+ v)2n�1 �n�1;1 N4 (u+ v)2n�1+U2 (2w � n� p� 1)� { N5 (u+ v)2n�1 { NTabla 2.1: N�umero de comunicaciones y de celdas de memoria requeridas porlos algoritmos base 2 (N = 2n) sobre mallas cuadradas (W �W , W = 2w).(*) Este t�ermino s�olo existe si 2w > n � p � 1 (p = n=2 � 1 si n es par op = bn=2c si n es impar).



68 Cap��tulo 2. La transformada r�apida de Fourier2.5.1 Los coe�cientes trigonom�etricosExisten varios m�etodos para el c�alculo de los coe�cientes trigonom�etri-cos: c�alculo directo, tabla look{up, permutaci�on y el m�etodo de Tong{Swarztrauber, entre otros.� C�alculo directo. Los coe�cientes trigonom�etricos se calculan directa-mente mediante la ecuaci�on W kN = e�j(2�=N)k. El c�alculo de las funcio-nes trigonom�etricas en cada paso consume mucho tiempo, particular-mente cuando la FFT s�olo requiere unas pocas operaciones.� Tabla look{up. Los coe�cientes trigonom�etricos son precomputados yalmacenados en cada PE. Esto tiene la ventaja de que los coe�cientestrigonom�etricos son utilizados sin rec�alculo en cada uno de los pasos dela FFT. Este esquema tiene una implementaci�on sencilla pero requiereuna gran cantidad de memoria (proporcional a rn�1 logrN) en cadauno de los P PEs. Se puede mejorar la utilizaci�on de la memoria arn�v�w�1 logrN , observando que no todos los PEs necesitan todos loscoe�cientes trigonom�etricos. Por ejemplo, para N = 16 y P = 4, loscoe�cientes trigonom�etricos necesarios en cada PE se muestran en la�gura 2.23.
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Figura 2.23: Se muestran las tablas look{up necesaria en cada uno de losPEs. Los enteros en cada columna corresponden al factor trigonom�etrico deW k en cada una de las etapas.� Permutaci�on. Inicialmente, se distribuyen los coe�cientes entre los PEsde acuerdo con los c�alculos necesarios para el primer paso. En los



2.5. Evaluaci�on e implementaci�on de la transformada r�apida de Fourier 69subsiguientes pasos, la mitad de los coe�cientes son permutados comose ve en la �gura 2.24 para el caso N = 32 y P = 4.
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70 Cap��tulo 2. La transformada r�apida de Fouriersin 2� = 2 cos � � sin � (2.38)con la salvedad de que los �angulos comprendidos en el rango � � 2� < 2�se obtienen sumando � para que funcione dicha regla. Se pueden calcularlos coe�cientes trigonom�etricos de la etapa actual a trav�es de los correspon-dientes del paso previo mediante cuatro multiplicaciones y una adici�on (otres multiplicaciones y dos adiciones). Este m�etodo puede aplicarse s�olo a laDEF, no funciona con la DET. Con este m�etodo se disminuye el tiempo decomputaci�on de los coe�cientes trigonom�etricos y la memoria necesaria parasu almacenamiento.Nosotros hemos utilizado este m�etodo para calcular los coe�cientes. Loscoe�cientes trigonom�etricos que requieren las computaciones son precompu-tados y almacenados en cada PE. La tabla de coe�cientes se genera utilizandoel m�etodo de [108] visto previamente.2.5.2 Resultados experimentalesPara comprobar el funcionamiento de los algoritmos hemos implementado losc�odigos FFT en el multiprocesador AP1000 de Fujitsu [40]. Hemos utiliza-do distintos tama~nos de la secuencia de entrada, considerando datos de tipopunto 
otante y simple precisi�on. En la �gura 2.25 se muestran los tiemposde ejecuci�on para diferentes algoritmos en{orden. En esta �gura se puede verlos tiempos de ejecuci�on para diferentes tama~nos de la secuencia de entradapara 4 PEs. Se muestra el algoritmo 4 (ecuaci�on (2.32)) con c�alculo directode los coe�cientes trigonom�etricos, que llamaremos algoritmo 4.1. El mismoalgoritmo pero calculando los coe�cientes trigonom�etricos por el m�etodo deTong{Swarztrauber, algoritmo 4.2. Tambi�en se muestra los tiempos de eje-cuci�on para los algoritmos 2 (ecuaci�on (2.26)) y 5 (ecuaci�on (2.35)), que sonlos algoritmos m�as signi�cativos.Vemos que los algoritmos 5 y 4.2 son, como era de esperar, los que mejoresresultados proporcionan. El algoritmo 2 es el que peor resultados ofrece conel inconveniente a~nadido de que no es in{situ, necesitando 2N posiciones dememoria. Por lo comentado en el apartado anterior es preferible el algoritmo4.2 al 5.En la tabla 2.2 se resumen los tiempos medidos para distintos tama~nosde la FFT tipo 4 (ecuaci�on (2.32)) y de la malla. Este algoritmo es de losm�as e�cientes puesto que es in{situ, con lo que evita duplicar la cantidadde memoria que requiere el almacenamiento de los datos, y en{orden, lo queevita la necesidad de operaciones adicionales de reordenamiento.
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N�umero de datosN�umero de PEs 214 216 218 2201 4.46 25.42 116.36 {2 2.01 12.66 57.87 {4 1.00 5.04 28.83 130.148 0.50 2.27 14.22 64.7616 0.25 1.13 5.63 32.2632 0.13 0.56 2.54 15.8364 0.07 0.28 1.27 6.25128 0.03 0.14 0.64 2.83256 0.02 0.08 0.32 1.41512 0.01 0.04 0.16 0.71Tabla 2.2: Tiempos de ejecuci�on (en segundos) medidos sobre el AP1000.



72 Cap��tulo 2. La transformada r�apida de FourierEn la �gura 2.26.a vemos los tiempos de ejecuci�on para N = 214, N = 216y N = 218 datos. En la �gura 2.26.b mostramos la aceleraci�on obtenida paraestas secuencias de datos. Observamos que para N = 216 y para N = 218se consigue una sobreaceleraci�on para todos los PEs llegando a alcanzar unvalor de 627.76 y 710.37 sobre 512 PEs respectivamente. El mayor aumentode aceleraci�on relativa, ver �gura 2.26.c, se consigue cuando cada PE contiene214 datos, valor que coincide con el tama~no de la cache contenida dentro decada PE (214 � 8 bytes = 128 Kbytes). Las e�ciencias de este algoritmose muestran en la �gura 2.26.d. El algoritmo para N = 214 no obtieneresultados tan excelentes como para N = 216 y N = 218 ya que todav��ase tiene poca granularidad por PE. Se alcanza la mayor e�ciencia en estealgoritmo cuando el volumen de comunicaci�on es menor de 212 datos lo quese alcanza para N = 216 y N = 218 con 8 y 32 PEs respectivamente. A partirde esa con�guraci�on de la malla, la e�ciencia permanece constante con unaleve tendencia decreciente sobre un valor de 1.40 hasta que la granularidadcomienza a disminuir por PE y el tiempo de comunicaci�on aumenta. Estosresultados muestran que el algoritmo implementado proporciona un excelenterendimiento sobre el computador AP1000.
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Cap��tulo 3Sistemas tridiagonales
3.1 Introducci�onLos fen�omenos que ocurren en la naturaleza vienen descritos por modelos ma-tem�aticos. Normalmente estos modelos matem�aticos son sistemas complejosde ecuaciones diferenciales ordinarias o en derivadas parciales. Adem�as, lamayor��a de los fen�omenos f��sicos son no lineales por lo que vienen descritospor ecuaciones no lineales. La resoluci�on de estas ecuaciones muy a menudopuede reducirse a la evaluaci�on de un sistema de tipo tridiagonal.A modo de ejemplo veamos como el m�etodo de las diferencias �nitaspara la resoluci�on de ecuaciones en derivadas parciales genera un sistematridiagonal. El m�etodo de diferencias �nitas involucra la discretizaci�on deecuaciones diferenciales y posteriormente resolver el sistema de ecuacionesque genera. El espacio{tiempo continuo se sustituye por una malla espacio{tiempo de paso espacial h y paso temporal � . Una ecuaci�on en diferenciaspresenta como inc�ognitas la funci�on F (x; t) de�nida en los puntos de la malla(xhi ; tn) = (ih; n�), donde x representa el espacio y t representa el tiempo.Las ecuaciones en diferencias dan lugar a sistemas de ecuaciones tridiago-nales (ST). Este m�etodo es usado para resolver ecuaciones diferenciales enderivadas parciales tales como las ecuaciones de Helmholtz, Poisson, Laplace,Schr�odinger y las ecuaciones de difusi�on.En concreto vamos a ver un problema de enorme relevancia f��sica cuyomodelo propuesto es la ecuaci�on de Schr�odinger:i@F@t + @2F@x2 + V (F ) = 0 (3.1)donde V (F ) es una funci�on que puede ser lineal o no lineal en F . El estudio75



76 Cap��tulo 3. Sistemas tridiagonalesde esta ecuaci�on y su posterior simulaci�on es muy importante en muchoscampos de la f��sica y la ingenier��a. A modo de ejemplo, la simulaci�on dela propagaci�on de un solit�on en una �bra �optica (V (F ) = ajF j2F ) puedeencontrarse en [72].De los numerosos m�etodos de discretizaci�on o esquemas num�ericos exis-tentes, usamos el esquema en diferencias �nitas de Zhang{Vazquez [73]. Apli-cando este esquema sobre la ecuaci�on no lineal de Schr�odinger en una dimen-si�on, se obtiene la siguiente ecuaci�on en diferencias �nitas:�iFn+1i �Fn�1i2� =� 12h2 �F n+1i+1 � 2F n+1i + F n+1i�1 + F n+1i+1 � 2F n�1i + F n�1i�1 ��a2 jF ni j2 �F n+1i + F n�1i � (3.2)donde h y � son los intervalos espacial y temporal respectivamente y F ni �F (n�; ih) [35]. Este esquema es impl��cito lineal. Esto signi�ca que en cadainstante temporal n+1 es necesario resolver un sistema de ecuaciones linealespara calcular F n+1i ; i = 0; � � � ; N � 1. Para calcular la funci�on en el instanten+1 es necesario conocer la funci�on en los instantes n y n�1. En particular,para calcular la funci�on en el segundo instante son necesarios los valores dela funci�on en los instantes primero e inicial. Para simular el primer pasotemporal se usa otro esquema num�erico: el esquema de Crank y Nicholson[106]. Ordenando adecuadamente, la expresi�on anterior se transforma en laecuaci�on tridiagonal: F n+1i�1 � aiF n+1i + F n+1i+1 = di (3.3)y el sistema de ecuaciones a resolver en el instante n + 1 es0BBBBBBB@
1 0 0 0 � 01 �a1 1 0 � 00 1 �a2 1 � 0. . .0 0 0 1 �aN�2 10 0 0 0 0 1

1CCCCCCCA
0BBBBBBB@

F n+10F n+11F n+12...F n+1N�2F n+1N�1
1CCCCCCCA = 0BBBBBBB@

d0d1d2...dN�2dN�1
1CCCCCCCA (3.4)

Es decir, en cada paso temporal n + 1 hay que resolver un sistema de ecua-ciones Au = d, donde u es el vector de los valores de la funci�on soluci�on encada punto de la malla en el instante temporal actual y las matrices A y d
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Figura 3.1: Evoluci�on en el tiempo de un paquete de onda seg�un la ecuaci�onde Schr�odinger por el m�etodo de diferencias �nitas.son funciones de h, � y de los valores de F en los pasos n y n � 1. En la�gura 3.1 vemos la evoluci�on de un paquete de ondas en el tiempo.El m�etodo de las diferencias �nitas se generaliza cuando se consideran va-rias dimensiones espaciales. En este caso se obtienen sistemas pentadiagona-les o heptadiogonales, pero existen m�etodos para transformar estos sistemasen tridiagonales.Existen muchos algoritmos directos para resolver ST, como la eliminaci�ongaussiana, que es el algoritmo secuencial m�as e�ciente sobre computadoresescalares, la factorizaci�on LU o la reducci�on c��clica (RC). Con el desarrollode la computaci�on paralela, han surgidos nuevos algoritmos para resolver STconvenientes para estos computadores paralelos. Estos algoritmos han sidoampliamente discutidos en la bibliograf��a. Encontramos nuevos m�etodos paraincrementar el paralelismo de los algoritmos t��picamente secuenciales, comoel PARA-RC [55], doblamiento recursivo [34], el m�etodo de Lin y Chung [66]y el de Lin y Chen [67]. Por otra parte, se han creados nuevos algoritmosque exploten el paralelismo de la estrategia divide{y{vencer�as: el m�etodo deldoblamiento sucesivo de Wang y Mou [113, 2], el m�etodo de desacoplamientorecursivo de Spaletta y Evans [101], el m�etodo de Particionamiento Solapado(OPM) de Larriba y col. [65, 62] y un grupo de algoritmos llamados algorit-mos h��bridos. Los algoritmos h��bridos est�an basados en el particionamientodel sistemas en bloques de ecuaciones, usando un algoritmo local para reducirel subsistema en cada bloque y un algoritmo global para resolver el sistemareducido. Los algoritmos h��bridos propuestos en la bibliograf��a di�eren en



78 Cap��tulo 3. Sistemas tridiagonalesel algoritmo que usan localmente o en el algoritmo empleado en la soluci�onglobal del sistema reducido. En este grupo incluimos los algoritmos de Kre-chel, Plum y St�uben [63], Cox y Knisley [28], M�uller y Scheerer [76], Matton,Williams y Hewett [74] y el m�etodo de Amodio y Brugnano [3], que resuel-ven ST cuyas matrices de coe�cientes son no singulares pero sin necesidadde dominancia diagonal (ver [45]).El estudio de ST nos permite clasi�carlos en t�erminos de su diagrama de
ujo. En este cap��tulo presentamos una versi�on uni�cada de los algoritmospara resolver los ST sobre computadores con topolog��a malla y memoriadistribuida. Para este �n usamos una combinaci�on de las t�ecnicas \proyecci�onvector" [36] y permutaci�on \��ndice{d��gito" [39], que nos permite de�nir ladistribuci�on de los datos en la memoria de los PEs y el movimiento de datosen los algoritmos [10, 7, 9]. Estas t�ecnicas han sido usadas en [71, 70] paradise~nar una arquitectura sist�olica uni�cada con geometr��a constante.3.2 Sistemas tridiagonalesConsideramos un conjunto de N ecuaciones lineales con N inc�ognitasAu = d; (3.5)donde A es una matriz tridiagonal N �N de la forma
A = 0BBBBBBBB@

b0 c0a1 b1 c1a2 b2 c2: : :: : :aN�2 bN�2 cN�2aN�1 bN�1
1CCCCCCCCA : (3.6)

La ecuaci�on i{�esima es del tipoE(0)i = fa(0)i xi�1 + b(0)i xi + c(0)i xi+1 = d(0)i g; (3.7)para i = 0; :::; N � 1, donde a0 = cN�1 = x�1 = xN = 0. Sin p�erdida degeneralidad suponemos que el n�umero de ecuaciones es N = 2n.Los coe�cientes bi constituyen la diagonal de la matriz del sistema, A,mientras los coe�cientes ai y ci son denominados subdiagonales y superdia-



3.2. Sistemas tridiagonales 79gonales, respectivamente. La dominancia diagonal, �, de una matriz A sede�ne, � = mini 8>>><>>>:jaiij=0BBB@ N�1Xj=0 jaijjj 6=i 1CCCA9>>>=>>>; ; i = 0; � � � ; N � 1 (3.8)En particular, para el ST (3.6) resulta la expresi�on� = mini fjbij= (jaij+ jcij)g ; i = 0; � � � ; N � 1: (3.9)Si � � 1, el sistema se llama diagonalmente dominante. La de�nici�on dada en[55] considera el m��nimo de los coe�cientes (jbj=jaj; jbj=jcj). Si la dominanciade un sistema seg�un este criterio es mayor que 2, entonces � de�nida en (3.9)es mayor que 1. La dominancia diagonal de un ST asegura la estabilidadde casi todos los algoritmos propuestos en la bibliograf��a. Si la dominanciadiagonal es fuerte, � � 1, se puede reducir el tiempo de computaci�on nece-sario para obtener la soluci�on del sistema. Los m�etodos de particionamientosolapado [65, 62] y diagonalmente dominante [104] utilizan este hecho paradividir el sistema en bloques de sistemas que pueden considerarse tridiago-nales y resolverse simult�anea e independientemente en PEs distintos, o conm��nimas comunicaciones entre los PEs.Los algoritmos para ST pueden clasi�carse en t�erminos de su 
ujo dedatos en los siguientes grupos:� �Arboles directos e inversos.� �Arbol extendido.� Divide{y{vencer�as.� Divide{y{vencer�as extendido.Existen otros algoritmos para ST que pueden ser incluidos en uno delos casos anteriores. El algoritmo de desacoplamiento recursivo es un casoparticular del divide{y{vencer�as.A continuaci�on formularemos estos algoritmos con los operadores queestamos utilizando y realizaremos la implementaci�on de un algoritmo t��picode cada grupo.



80 Cap��tulo 3. Sistemas tridiagonales3.3 �Arboles directos e inversosLa operaci�on de cada nodo (mariposa) de un �arbol binario directo completotiene dos entradas y una o dos salidas, pero en el �ultimo caso, s�olo una delas salidas progresa en el siguiente paso. El nodo almacena la otra. La fasede eliminaci�on del sistema reducido en los algoritmos de Cox{Knisely [28],Krechel, Plum y St�uben [63] y M�uller y Scheerer [76] presentan este tipo de
ujo de datos.En general, en un �arbol directo r-ario, el n�umero de mariposas compu-tadas en cada paso se reduce en un factor r a medida de que se atraviesael �arbol. Esta reducci�on la representamos por el operador 
, el cual eliminalos d��gitos menos signi�cativos de los ��ndices de los datos en cada paso del�arbol.Consideraremos la implementaci�on de �arboles r-arios sobre los multicom-putadores de topolog��a malla. Utilizando las t�ecnicas de la proyecci�on vectory de las permutaciones ��ndice{d��gito que hemos visto en el cap��tulo uno, dis-tribuimos los datos entre los PEs del multicomputador. El ��ndice de los datosse dividen en tres campos: (fila, columna, memoria).Como consecuencia de aplicar el operador reducci�on 
, los n pasos del�arbol est�an divididos en tres grupos.1. En el primer grupo de pasos es eliminado un d��gito del campomemoria.Despu�es de u pasos, el campo memoria desaparece de los ��ndices delos datos.2. En el segundo grupo de pasos el campo eliminado es el columna. Conobjeto de implementar e�cientemente estos pasos en el multicomputa-dor su implementaci�on se realiza de una manera ligeramente diferente.En el comienzo de la fase realizamos un intercambio de los camposcolumna y memoria, (es decir, vaciamos el campo columna y rellena-mos el memoria). Por tanto, el operador reducci�on tambi�en se aplicaal campo memoria en este conjunto de w pasos.3. Finalmente, en el tercer grupo, la reducci�on afecta al campo fila pe-ro, como antes, primero comenzamos intercambiando los campos filay memoria. Tambi�en, una vez m�as, la reducci�on afecta al campomemoria en v nuevos pasos.El 
ujo de datos implementado de esta forma implica primero la compu-taci�on de u pasos que pueden ser realizados con los datos almacenados en



3.3. �Arboles directos e inversos 81cada PE. Al �nal de este conjunto de pasos hay s�olo un dato por PE. Ahora,todos los datos de la misma �la son reducidos por el primer PE de la �la(intercambio entre memoria y columna). En cada uno de los siguientes wpasos, el n�umero de elementos en cada PE de la primera �la es reducido porun factor r hasta que s�olo queda un dato por PE. Entonces todos los datoscontenidos en los PEs son reducidos a un �unico PE: el primero en la primera�la. Finalmente, el n�umero de datos en este PE es reducido en los �ultimos vpasos, hasta que se alcanza la ra��z.En la �gura 3.2.a presentamos un ejemplo para el caso de N = 64 datossobre una malla de 4 � 4 PEs y en la �gura 3.2.b presentamos su represen-taci�on ��ndice{d��gito.Algoritmo 6 El �arbol directo de longitud N = rn se puede implementar porla siguiente cadena de operadores con una distribuci�on por bloques( uYi=1B1
mem)Ecol;mem( wYi=1 B1
mem)Efila;mem( vYi=1 B1
mem): (3.10)La fase de sustituci�on del algoritmo de reducci�on c��clica (RC) y del siste-ma reducido en los algoritmos Cox y Knisely [28], Krechel, Plum y St�uben [63]y M�uller y Scheerer [76] presentan un �arbol binario inverso en 
ujo de datos,mientras la fase de sustituci�on del algoritmo r-RC [29, 30] es un �arbol inversor-ario. La mitad derecha de la �gura 3.5 visualiza la fase de sustituci�on delalgoritmo binario RC. Notar que el n�umero de mariposas computadas incre-menta por un factor 2 en cada paso. El operador " a~nade el mismo n�umerode datos de la secuencia de la fase de eliminaci�on a los datos procesados enel paso previo.Siguiendo una l��nea de argumentaci�on similar a la usada en el �arbol di-recto, un �arbol inverso puede formularse por la cadena de operadores inversade (3.10),( vYi=1 "memB1)Efila;mem( wYi=1 "memB1)Ecol;mem( uYi=1 "memB1): (3.11)En la �gura 3.2.c mostramos el 
ujo de datos de este algoritmo usandola representaci�on ��ndice{d��gito.
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(b) (c)Figura 3.2: (a) Flujo de datos de un �arbol directo con N = 64 datos sobreuna malla de 4 � 4 PEs (Algoritmo 6). (b) Esquema ��ndice{d��gito de la re-distribuci�on de datos en la fase de eliminaci�on. (c) Esquema ��ndice{d��gito dela redistribuci�on de datos en la fase de sustituci�on. Los c��rculos representanel operador mariposa y las cruces el operador reducci�on.



3.3. �Arboles directos e inversos 833.3.1 El m�etodo de M�uller y ScheererEl algoritmo de M�uller y Scheerer [76] es un buen ejemplo de un algoritmodonde las fases de eliminaci�on y sustituci�on de su sistema reducido muestranuna estructura de �arbol directo e inverso respectivamente. Si el sistemaoriginal (3.5) es particionado en V �W sistemas, entonces cada PE trabajasobre U ecuaciones consecutivas. El sistema k-�esimo tiene la siguiente forma:0BBBBB@ aj bj cjaj+1 bj+1 cj+1: : :: : :ap�1 bp�1 cp�1ap bp cp
1CCCCCA�

0BBBBBBB@
xj�1xj:::xpxp+1

1CCCCCCCA = 0BBBBB@ djdj+1::dp�1dp
1CCCCCA ;(3.12)donde j = (k � 1)U , p = kU � 1 y a0 = cN�1 = x�1 = xN = 0.Si en las ecuaciones primera y �ultima del sistema (3.12) pasamos al se-gundo miembro los t�erminos ajxj�1 y cpxp+1 respectivamente y consideramosxj�1 y xp+1 como par�ametros, en cada PE k tenemos el ST,0BBBBBB@ bj cjaj+1 bj+1 cj+1: : :: : :ap�1 bp�1 cp�1ap bp

1CCCCCCA| {z }Ak �0BBBBBB@ xjxj+1::xp�1xp
1CCCCCCA| {z }xk =

= 0BBBBBB@ djdj+1::dp�1dp
1CCCCCCA| {z }dk �xj�10BBBBBB@ aj0:::0

1CCCCCCA| {z }fk �xp+10BBBBBB@ 00:::cp
1CCCCCCA :| {z }gk

(3.13)
Entonces, en cada PE se resuelven tres sistemas lineales independientes,



84 Cap��tulo 3. Sistemas tridiagonalesAkuk = dk; Akyk = fk; Akzk = gk; (3.14)y la soluci�on xk es obtenida como una combinaci�on lineal de las tres solucionesparciales, xk = uk � xj�1yk � xp+1zk: (3.15)Los subsistemas de la ecuaci�on (3.14) son cuadr�aticos (es decir, tienenU ecuaciones y U inc�ognitas) y pueden resolverse sin ninguna comunicaci�onentre PEs. Antes de la computaci�on de la soluci�on global xk, los par�ametrosxj�1 y xp+1 que conectan los subsistemas tienen que ser determinados. To-mando la primera y la �ultima ecuaci�on de cada sistema (s�olo la �ultima del pri-mer sistema y la primera del �ultimo sistema) tenemos un ST de 2(V �W )�2ecuaciones (sistema reducido).0BBBBBB@ zU 11 yU+1 zU+1y2U z2U 1� � �yU(V�W�1) zU(V �W�1) 11 yU(V�W�1)+1
1CCCCCCA

�0BBBBBBB@
xU+1xUx2U+1...xU(V�W�1)+1xU(V�W�1)

1CCCCCCCA = 0BBBBBBB@
dUdU+1d2U...dU(V�W�1)dU(V�W�1)+1

1CCCCCCCA : (3.16)
Las dos ecuaciones del PE k son:xkj = ukj � xj�1ykj � xp+1zkj ;xkp = ukp � xj�1ykp � xp+1zkp (3.17)Una aproximaci�on directa para la soluci�on del sistema podr��a ser congre-garlos en un �unico PE. Esto producir��a un gran desbalanceo entre los PEs,pues un �unico nodo tendr��a la carga de resolver el sistema global, mientras



3.3. �Arboles directos e inversos 85el resto de los nodos estar��an inactivos, �gura 3.3.a. La soluci�on propuestaen [76] consiste en resolver el sistema reducido por un �arbol directo (fase deeliminaci�on) y un �arbol inverso (fase de sustituci�on), ver �gura 3.3.b.En nuestra implementaci�on del m�etodo de M�uller y Scheerer usamos lacadena del Algoritmo 6, que congrega las dos ecuaciones de todos los no-dos de una �la en el primer PE de cada �la, resultando un sistema de 2Wecuaciones en cada uno excepto en los PEs primero y �ultimo de la primeracolumna, donde los sistemas ser�an de 2W�1 ecuaciones. Despu�es resolvemosestos sistemas usando el m�etodo que acabamos de describir. Las ecuacionesprimera y �ultima depender�an de las inc�ognitas de los PEs superiores e infe-riores a cada uno. Enviaremos estas dos ecuaciones de cada PE al PE 0 yse resolver�a el sistema de 2V � 2 ecuaciones. Calculados los par�ametros, lasrestantes inc�ognitas son obtenidas a trav�es del 
ujo inverso. De esta forma,cada PE consigue dos par�ametros con los cuales puede completar la soluci�ondel sistema.El m�etodo de M�uller y Scheerer [76] es un m�etodo general de paraleliza-ci�on de algoritmos para resolver ST. Si se utiliza el m�etodo de Gauss en lasfases primera y segunda se obtiene el m�etodo de descomposici�on de Wang[112]. Si se utiliza el algoritmo de reducci�on c��clica, se obtiene el m�etododescrito por Krechel y col. [63]. Nosotros utilizamos la descomposici�on deWang, [112].Como un ejemplo, consideremos el m�etodo para un sistema de 8 PEs y 16ecuaciones. El sistema de 16 ecuaciones se parte en cuatro subsistemas comoen la ecuaci�on 3.12, ver la �gura 3.4. Resolver��amos el sistema reducido quele corresponde a cada PE por el m�etodo de Gauss, sin necesidad de realizarcomunicaciones. Los ST resultantes para el PE 2 ser��an,
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(b)Figura 3.3: M�etodo de M�uller y Scheerer. (a) Se realiza una fase local deeliminaci�on en los PEs para resolver la soluci�on del sistema en un �unico PE.La fase de sustituci�on local tambi�en se realiza en cada uno de los PEs. (b)Las fases de eliminaci�on y de sustituci�on se realizan en un �arbol directo einverso respectivamente.
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A2u2 = d2 �! 0BB@ b5 c5a6 b6 c6a7 b7 c7a8 b8 1CCA 0BB@ u5u6u7u8 1CCA = 0BB@ d5d6d7d8 1CCAA2y2 = f 2 �! 0BB@ b5 c5a6 b6 c6a7 b7 c7a8 b8 1CCA 0BB@ y5y6y7y8 1CCA = 0BB@ a5000 1CCAA2z2 = g2 �! 0BB@ b5 c5a6 b6 c6a7 b7 c7a8 b8 1CCA 0BB@ z5z6z7z8 1CCA = 0BB@ 000c8 1CCA

(3.18)
la soluci�on de cada PE se obtiene como una combinaci�on lineal de estas tressoluciones parciales. Quedan dos ecuaciones (ver (3.15)) por PE salvo en elprimero y en el �ultimo,PE1 ! x4 = u4 � x5z4PE2 ! � x5 = u5 � x4y5 � x9z5x8 = u8 � x4y8 � x9z8PE3 ! � x9 = u9 � x8y9 � x13z9x12 = u12 � x8y12 � x13z12PE3 ! x13 = u13 � x12y13 (3.19)

Consideramos que reducimos todas las ecuaciones a un �unico PE. El sis-tema lineal que tenemos que resolver es0BBBBBB@ z4 11 y5 z5y8 z8 11 y9 z9y12 z12 11 y13
1CCCCCCA

0BBBBBB@ x5x4x9x8x13x12
1CCCCCCA = 0BBBBBB@ u4u5u8u9u12u13

1CCCCCCA : (3.20)Encontramos las inc�ognitas fx4; x5; x8; x9; x12; x13g por el m�etodo de la GE,por ejemplo, y luego, por el proceso inverso, calculamos las inc�ognitas res-tantes del sistema global de la �gura 3.4.
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ujo de datos del algoritmo RC para un sistema de N = 16ecuaciones. La parte izquierda es un �arbol directo extendido y la derechaun �arbol inverso. En la fase de eliminaci�on los cuadrados negros represen-tan las ecuaciones que ser�an procesadas en el siguiente paso mientras quelos cuadrados blancos representan las ecuaciones que no ser�an usadas hastala fase de sustituci�on. En esta fase los cuadrados blancos representan lasecuaciones y los c��rculos dos inc�ognitas ya calculadas. Los nodos representanlas operaciones que se realizan sobre ecuaciones e inc�ognitas.3.4 �Arbol extendidoEn este tipo de �arbol, la salida de algunos nodos son entradas para dos nodosdel siguiente paso. Este tipo de 
ujo se encuentra en la fase de eliminaci�ondel algoritmo r-RC [29, 33, 30] (r � 2). El caso r = 2 se presenta en la parteizquierda de la �gura 3.5. Las mariposas (operador B0) presentan 2r � 1entradas y r salidas.Para una distribuci�on por bloques de los datos existen entradas del ope-rador B0 que est�an localizadas en diferentes PEs. Por ejemplo, en la �gura3.6 vemos que el dato de ��ndice 3 est�a en el PE (fila; columna) = (0; 0) y esnecesario tambi�en en el PE de su derecha para computar la mariposa de en-trada (3,4,5) (ver tambi�en �gura 3.5). Para tener todos los datos necesariospara la computaci�on de las mariposas de un paso en el mismo PE o en PEsvecinos, la distribuci�on apropiada es seguir un ordenamiento serpiente.Adem�as, es necesario de�nir un operador que realice la transmisi�on entrelos PEs de los datos que se necesitan para el operador B0.De�nici�on 10 El operador �col env��a r�1 datos localizados en las posiciones
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Figura 3.6: Flujo de datos del operador �col.m�as signi�cativas del campo memoria del PE k al PE k+1. El operador �filaenv��a los r � 1 datos al PE k + V .De la notaci�on que hemos introducido en el primer cap��tulo podemosescribir el �arbol extendido,Algoritmo 7 El �arbol extendido de longitud N = rn se puede implementarpor la siguiente cadena de operadores( uYi=1 �colB01
mem)Ecol;mem( wYi=1 �filaB01
mem)Efila;mem( vYi=1B01
mem): (3.21)
Los pasos de computaci�on y comunicaci�on determinados por la cadena(3.21) son similares a los descritos en el Algoritmo 6, pero a~nadimos las co-municaciones producidas por los operadores �fila y �columna. En la implemen-taci�on del Algoritmo 7 seg�un la cadena de operadores, la primera operaci�ones una reducci�on por �las y por columnas como en la �gura 3.2.a.3.4.1 El m�etodo de la reducci�on c��clicaUn algoritmo t��pico con 
ujo de datos de �arbol extendido es el algoritmo RC[55] para ST. El RC fue aplicado por primera vez a la resoluci�on de los ST porHockney y Golub en 1965 en el computador secuencial IBM 7090. Realiza



3.4. �Arbol extendido 91m�as operaciones aritm�eticas que el m�etodo de Gauss, que es el algoritmosecuencial m�as e�ciente, pero el paralelismo inherente de su 
ujo de datos lohace especialmente indicado para su computaci�on en procesadores vectorialesy m�aquinas paralelas.El algoritmo RC consta de dos fases, eliminaci�on y sustituci�on, de n eta-pas cada una, siendo N = 2n el tama~no del sistema. La fase de eliminaci�ontiene 
ujo de datos tipo �arbol directo (de las hojas a la ra��z) y �naliza pro-porcionando una ecuaci�on con una sola inc�ognita. La fase de sustituci�onresuelve esa ecuaci�on y calcula las restantes soluciones siguiendo un �arbolbinario inverso. La versi�on que expondremos aqu�� esta basada en Evans [33],que es un poco diferente de las versiones presentadas en [29]. En la fase deeliminaci�on s�olo modi�camos las ecuaciones que se utilizar�an en las etapassiguientes, dejando inalteradas las que no progresan. La fase de eliminaci�onse simpli�ca a costa de la fase de sustituci�on. En [29] se modi�can las ecua-ciones que no progresan en la fase de eliminaci�on para facilitar el c�alculo delas inc�ognitas en la fase de sustituci�on.Recientemente se han propuesto variantes del algorimo RC que aumentansu paralelismo o la base de las mariposas. En el primer caso est�a el algoritmoReducci�on C��clica Paralela (PARA-RC) [55], que resuelve el sistema en unasola fase de n etapas computando N/2 mariposas en cada una de ellas. Enel segundo caso se encuentran los algoritmos Reducci�on Tric��clica ([30]) y p-C��clica ([29]), que utilizan mariposas con base impar r > 2 con el objetivo deminimizar los con
ictos de memoria cuando se implementan en procesadoresvectoriales.Sin p�erdida de generalidad consideraremos el caso de r = 2. En la �gura3.5 mostramos el 
ujo de datos del algoritmo RC para un sistemas de ecua-ciones de N = 24. El 
ujo de datos de la fase de eliminaci�on es un �arbolextendido. La fase de eliminaci�on se realiza en n pasos. En cada paso seobtiene un nuevo ST con la mitad del n�umero de ecuaciones que en el pa-so previo. Las 2n�t ecuaciones obtenidas en el paso t-�esimo (t = 1; � � � ; n)presenta inc�ognitas a una distancia 2t,E(t)(i) = a(t)i xi�2t + b(t)i xi + c(t)i xi+2t = d(t)i ; (3.22)donde i = k2t, 0 � k < 2n�t. Cualquier ecuaci�on cuyo ��ndice i est�e fuera delrango [0; N � 1] tiene de coe�cientes f0; 1; 0; 0g. La denominamos ecuaci�onidentidad y la denotamos por I. Cualquier inc�ognita con sub��ndice fuera deese mismo rango tiene valor 0. Tres ecuaciones que son computadas en elpaso t-�esimo son:



92 Cap��tulo 3. Sistemas tridiagonales
ai�2txi�2�2t + bi�2txi�2t + ci�2txi = di�2t+ aixi�2t + bixi + cixi+2t = di+ ai+2txi + bi+2txi+2t + ci+2txi+2�2t = di+2t;(3.23)Si la primera de estas ecuaciones es multiplicada por �i = �ai=bi�2t�1, yla �ultima por 
i = �ci=bi+2t�1 , y sumamos las tres ecuaciones, todas lasreferencias a las variables xi�2t y xi+2t son eliminadas. Los super��ndices(t� 1) de los coe�cientes ai, ci, etc..., son omitidos por simplicidad. As��, enel paso t-�esimo de la fase de eliminaci�on obtenemos la ecuaci�on E(t)(i),E(t)(i) = 
(t�1)E(t�1)(i� 2t�1) + E(t�1)(i) + �(t�1)i E(t�1)(i+ 2t�1): (3.24)El segundo t�ermino de (3.24) se notar�a abreviadamente por [E(i �2t�1); E(i); E(i + 2t�1)](t�1).En este algoritmo el operador mariposa B0 admite entradas de tres ecua-ciones, [E(i� 2t�1); E(i); (i+ 2t�1)](t�1). Ejecutando la ecuaci�on (3.24) ob-tenemos como salidas las ecuaciones E(t)(i) y E(t�1)(i+2t�1) (representadaspor cuadrados blancos y negros en la �gura 3.5). El primer sumando de (3.24)elimina i�2t�1 en E(t�1)(i) e introduce en ella la inc�ognita i�2 �2t�1 = i�2t.An�alogamente, el �ultimo sumando elimina la inc�ognita i + 2t�1 e introducei+ 2 � 2t�1 = i+ 2t en la ecuaci�on E(t�1)(i), con lo cual resulta E(t)(i),(i� 2 � 2t�1; i� 2t�1; i)(i� 2t�1; i; i+ 2t�1) �! (i� 2t; i; i+ 2t)(i; i+ 2t�1; i+ 2 � 2t�1) (3.25)En el paso n-�esimo, �ultimo paso de la fase eliminaci�on, s�olo se tiene unaecuaci�on E(n)(0), cuyas inc�ognitas son x�2n ; x0 y x2n . Como x�2n = x2n = 0,la �unica inc�ognita de E(n)(0) es x0. La fase de sustituci�on comienza con elc�alculo del valor de la inc�ognita x0 y tiene un 
ujo de datos de tipo �arbolbinario inverso. En cada nodo se sustituyen en la ecuaci�on E(n�t)(i) losvalores de las inc�ognitas i � 2n�t, calculadas en las etapas anteriores y secalculan las inc�ognitas xi (i = 2n�t + k2n�t+1), donde 0 � k < 2t�1.



3.5. Los algoritmos divide{y{vencer�as 933.5 Los algoritmos divide{y{vencer�asLa estrategia divide{y{vencer�as consiste en dividir un problema en algunossubproblemas de un tama~no m�as peque~no, resolviendo cada subproblemaindependientemente y combinando los resultados obtenidos para construirla soluci�on del problema original. Se genera un 
ujo de datos muy regulary e�ciente cuando se proyecta sobre arquitecturas paralelas, ver �gura 3.7.Vemos que a diferencia del 
ujo de datos de la FFT no necesita ningunaoperaci�on adicional de d��gito{inverso. Un ejemplo de este tipo de algoritmoes el de doblamiento sucesivo de Wang y Mou [113].
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ujo de datos del algoritmo sobre la malla puede realizarse por doscaminos alternativos:1. Combinando operaciones de computaci�on (operador mariposa) y ope-raciones de comunicaci�on (operador intercambio) en cada uno de losn pasos. Es decir, en los primeros u pasos no se requieren comunica-ciones; w pasos requieren comunicaci�on paralela en las �las y v pasosnecesitan comunicaci�on paralela en las columnas.2. Agrupando las operaciones de computaci�on por un lado y las de co-municaci�on por otro. Como en el caso previo, los primeros u pasos nonecesitan comunicaciones. Despu�es se intercambian los campos memo-ria y columna (si no son del mismo tama~no, s�olo se intercambia una



94 Cap��tulo 3. Sistemas tridiagonalesparte del campo memoria) y se realizan w pasos de computaci�on. Fi-nalmente, intercambiamos los campos memoria y �la y realizamos vpasos de computaci�on.El algoritmo puede escribirse de la siguiente forma:Algoritmo 8 El algoritmo divide{y{vencer�as de longitud N = rn DS sepuede implementar por la siguiente cadena de operadores:1. uYi=1 Bi nYi=u+1Ei;uBu; (3.26)2. ( uYi=1Bi) Ecol;mem ( wYi=1 Bi) Efil;mem vYi=1 Bi; (3.27)Estas formulaciones del algoritmo no necesitan ning�un barajamiento adi-cional de los datos que impliquen comunicaciones diagonales entre �las y co-lumnas. La cadena de operadores de la Proposici�on (3.26) es la que obtieneun mejor rendimiento, permitiendo solapar computaciones y comunicaciones.Adem�as, posibilita que todas las computaciones y comunicaciones ocurranin{situ. En la �gura 3.8.a se muestra el 
ujo de datos de la cadena (3.26)para un sistema de ecuaciones N = 64 sobre una malla de 4 � 4 PEs y enlas �guras 3.8.b y 3.8.c la representaci�on ��ndice{d��gito de las cadenas (3.26)y (3.27).3.5.1 El m�etodo del doblamiento sucesivo de Wang yMouEl algoritmo de Wang y Mou [113] act�ua sobre tr��adas de ecuaciones. Enla secuencia de tr��adas inicial, denotada por [i](0); 0 � i < N , cada tr��adaest�a constru��da por tres ecuaciones iguales, E(0)(i). El algoritmo se ejecutaen n pasos. En el paso t-�esimo, la secuencia inicial est�a formada por lastr��adas [i](t�1); 0 � i < N , constituidas por las ecuaciones[i](t�1) = [E(t�1)(s2t�1); E(t�1)(i); E(t�1)((s+ 1)2t�1 � 1)]; (3.28)
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Figura 3.9: Bosquejo del operador B en el algoritmo de Wang y Mou. Eneste caso, cada nodo del algoritmo contiene tres ecuaciones.donde s = bi=2t�1c. La ecuaciones E(t�1)(i) son de la formaE(t�1)(i) = a(t�1)i xs2t�1�1 + b(t�1)i xi + c(t�1)i x(s+1)2t�1 = d(t�1)i : (3.29)El operador mariposa B consta de dos fases y est�a esbozado en la �gura3.9. En la primera fase, la ecuaci�on E(t�1)((s+1)2t�1�1) se usa para eliminarla inc�ognita (s+ 1)2t�1 � 1 de la tercera ecuaci�on de la tr��ada [i+ 2t�1](t�1).Denotaremos las ecuaciones de la tr��ada [i + 2t�1](t�1) modi�cadas despu�esde la primera fase como E 0((s + 1)2t�1), E 0(i + 2t�1) y E 0((s + 2)2t�1). Enla segunda fase, emplearemos las ecuaci�on E 0((s + 1)2t�1) para eliminar lainc�ognita (s + 1)2t�1 de las ecuaciones E(t�1)(s2t�1), E(t�1)(i), E 0(i + 2t�1)y E 0((s + 2)2t�1). Esta fase produce cuatro ecuaciones, E(t)(s2t�1), E(t)(i),E(t)(i+2t�1) y E(t)((s+2)2t�1� 1), que nos permitir�an construir las tr��adas[i](t) y [i + 2t�1](t).En la �ultima etapa del algoritmo cada tr��ada [i](n) contiene la ecuaci�onE(n)(i) con inc�ognitas x�1, xi y x2n . Dado que x�1 = xN = 0, una simpledivisi�on permite calcular cada inc�ognita xi.En resumen, el algoritmo propuesto por Wang y Mou [113] para la re-soluci�on de ST, presenta un 
ujo de datos muy regular conocido como do-blamiento sucesivo. Cada dato consiste en una tr��ada de ecuaciones (docecoe�cientes). La operaci�on (mariposa) realizada por el operador B sobrecada pareja de tr��adas implica 41 operaciones aritm�etricas.La principal ventaja del algoritmo de Wang y Mou es la regularidad desu 
ujo de datos que se traduce en comunicaciones poco complejas cuandose proyecta en hipercubos, mallas o en la Connection Machine [113].



3.5. Los algoritmos divide{y{vencer�as 973.5.2 El m�etodo de desacoplamiento recursivo de Spa-letta y EvansEl algoritmo de Spaletta y Evans [101] es un buen ejemplo de un algoritmodivide{y{vencer�as con base distinta de 2. Para ilustrar el algoritmo, supo-nemos que N es una potencia de 2 con m = N=2 = 2n�1. La matriz decoe�cientes A (3.6) es reorganizada de la siguiente forma0BBBBBBBBB@
e0 c0a1 e1 0e2 c2a3 e3 . . .0 eN�2 cN�2aN�1 eN�1

1CCCCCCCCCA+ m�1Xj=1
0BBBBBBBBB@

x0x1x2x3...xN�2xN�1
1CCCCCCCCCA

(j)0BBBBBBBBB@
y0y1y2y3...yN�2yN�1

1CCCCCCCCCA
(j)T ;
(3.30)donde e0 = b0e2j = b2j � c2j�1 donde j = 1; : : : ; m� 1e2j�1 = b2j�1 � a2j donde j = 1; : : : ; m� 1eN�1 = bN�1 (3.31)

y donde los vectores x(j), y(j) tienen solo dos elementos no nulos en lasposiciones 2(j � 1){�esima y 2j{�esima,8<: xk = 1 k = 2j � 1; 2jxk = 0 otros casos (3.32)8>>>><>>>>: yk = a2j si k = 2j � 1yk = c2j�1 si k = 2jyk = 0 otros casos ;es decir,



98 Cap��tulo 3. Sistemas tridiagonalesx(j) = (0; � � � ; 0; 1; 1; 0; � � � ; 0)T (3.33)y(j) = (0; � � � ; 0; a2j; c2j�1; 0; � � � ; 0)T (3.34)En notaci�on matricial, la partici�on de la matriz A puede ser representadapor A = J + m�1Xj=1 x(j)y(j)T ; (3.35)donde J es una matriz diagonal de bloques de la forma0BBB@ J1 J2 . . . Jm
1CCCA : (3.36)Cada bloque en J es una submatriz 2� 2, Ji, del siguiente tipoJi = 0@ e2(i�1) c2(i�1)a2i�1 e2i�1 1A ; i = 1; 2; � � � ; m: (3.37)Los elementos de Ji est�an de�nidos en (3.31).Esta particular partici�on tiene como objeto aplicar el m�etodo de Sherman{Morrison para calcular la inversa de A [45]. Suponemos que hemos compu-tado la matriz inversa J�1 de una matriz J de dimensiones N � N . Sea Ala matriz A = J + xyT ; (3.38)donde x, y son vectores N{dimensionales. Sherman{Morrison han demos-trado que la matriz inversa A�1 se puede computar comoA�1 = J�1 � �(J�1x)(yTJ�1); � = 11+yT J�1x : (3.39)El c�omputo directo de la inversa de A tiene un coste de O(N3) operacionesaritm�eticas, mientras que con el uso de la expresi�on (3.39) el coste es s�oloO(N2) operaciones.



3.5. Los algoritmos divide{y{vencer�as 99La f�ormula de Sherman{Morrison implica tambi�en que, una vez calculadala inversa J�1 de la matriz J y denotando u0 = J�1d la soluci�on de Au = d,se obtiene a partir de la expresi�on (3.38) como sigue,u = A�1d = (J�1 � �(J�1x)(yTJ�1))d= u0 � �(J�1x)(yTJ�1)d (3.40)A continuaci�on vamos a explicar el m�etodo de desacoplamiento recursivobasado en las ideas ya expuestas en (3.40).Cuando la matriz A de coe�cientes es particionada como en (3.30), tene-mos que particionar los vectores u y d de forma an�aloga a la matriz J . Porlo que consideramos los vectores u y d escritos de la siguiente forma
u = 0BBBBBBBBB@

u0u1u2u3...uN�2uN�1
1CCCCCCCCCA = 0BBB@ u0u1...um�1

1CCCA ; d = 0BBBBBBBBB@
d0d1d2d3...dN�2dN�1

1CCCCCCCCCA = 0BBB@ d0d1...dm�1
1CCCA : (3.41)

Podemos encontrar la soluci�on del sistema (3.6) aplicando el m�etodo deSherman{Morrison recursivamente a (3.35),Mm =  J + m�1Xj=1 x(j)y(j)T!�1= �I � �mMm�1x(m)y(m)TJ�1�Mm � 1�m = 1= �1 + y(m)TMm�1x(m)� : (3.42)
La recurrencia obtenida permite calcular la inversa de la matriz A de�nidaen (3.35) a partir de M0 = J�1. Denotamos J�1d = u0 y J�1x(j) = g(j). Ala partici�on de la matriz A y al c�alculo de los vectores u y d los conoceremoscomo el paso preliminar del m�etodo. En la �gura 3.10 vemos el 
ujo de datosdel algoritmo de desacoplamiento recursivo para un sistema de N = 8 datos.Cada dato inicial est�a formado por los elementos�ai; bi; ci; di; ui; g(0)i ; � � � ; g(m�1)i � : (3.43)



100 Cap��tulo 3. Sistemas tridiagonalesSi realizamos la distribuci�on de los datos entre dos PEs, el dato 3 de la�gura 3.10 est�a en el PE (fila; columna) = (0; 0) y es necesario tambi�enen el PE de su derecha para computar la mariposa (3; 4). Con lo que estamariposa se realiza redundantemente en los dos PEs. Para tener todos losdatos necesarios para la computaci�on de las mariposas de un paso en el mismoPE o en PEs vecinos, una distribuci�on apropiada es seguir un ordenamientoserpiente (1.18).Es necesario de�nir el operador que realiza la transmisi�on de los datosnecesarios en dos nodos del operador mariposa en PEs diferentes.De�nici�on 11 El operador �ji env��a rj datos localizados en la parte m�assigni�cativa del campo memoria del PE k al PE k+ ri, y transmite (r� 1)rjdatos localizados en la parte menos signi�cativa del campo memoria del PEk al PE k � ri.De lo que podemos escribir el paso preliminar como�00B1 ([tn � � � t1]� [0 � � �1]) : (3.44)Despu�es de este paso, el algoritmo es formulado dentro de tres seccionesdiferentes, respectivamente llamadas paso1, paso2 y paso3.Paso 1 El primer paso del algoritmo consiste en encontrar la soluci�on deJu = d, que se obtiene deu = 0BBB@ J�11 J�12 . . . J�1m
1CCCAd: (3.45)Es equivalente a resolver m sistemas de la forma,0@ u2(i�1)u2i�1 1A = J�1i 0@ d2(i�1)d2i�1 1A : (3.46)Cada uno de los bloques de la matriz diagonal de bloques J es dedimensi�on 2� 2 por lo que el c�alculo de su inverso es inmediatoJ�1i = 1�i 0@ e2i�1 �c2(i�1)�a2i�1 e2(i�1) 1A ; �i = e2(i�1)e2i�1 � a2i�1c2(i�1):(3.47)



3.5. Los algoritmos divide{y{vencer�as 101
0

1

2

3

4

5

6

7

0

1

2

3

4

5

6

7

0

1

2

3

4

5

6

7

0

1

2

3

4

5

6

7

0

1

2

3

4

5

6

7

0

1

2

3

4

5

6

7

0

1

2

3

4

5

6

7

0

1

2

3

4

5

6

7

0

1

2

3

4

5

6

7

Paso
Preliminar

Paso 1 Paso 2
Paso 3

Figura 3.10: Flujo de datos del algoritmo de desacoplamiento recursivo deSpaletta y Evans para un sistema de ecuaciones con N = 8.



102 Cap��tulo 3. Sistemas tridiagonalesy la soluci�on u del sistema se puede expresar como
u =

0BBBBBBBBBBB@
(e1d0 � c0d1)=�1(�a1d0 + e0d1)=�1...(e2i�1d2(i�1) � c2(i�1)d2i�1)=�i(�a2i�1d2(i�1) + e2(i�1)d2i�1)=�i...(e2m�1d2m�2 � c2m�2d2m�1)=�m(�a2m�1d2m�2 + e2m�2d2m�1)=�m

1CCCCCCCCCCCA : (3.48)
Se puede ver que cada uno de los m subsistemas de (3.46) se puederesolver independientemente en cada uno de los PEs del multicompu-tador, ver �gura 3.10.Paso 2 De una forma an�aloga a la secci�on previa, el segundo paso consisteen encontrar la soluci�on de Jg(j) = x(j) para j = 1; � � � ; m� 1, que seobtiene
g(j) = 0BBBBB@ J�11 J�12 . . . . . . J�1m

1CCCCCAx(j); j = 1; 2; � � � ; m� 1: (3.49)
Es equivalente a resolver m sistemas de la forma0B@ g(j)2(i�1)g(j)2i�1 1CA = J�1i 0B@ x(j)2(i�1)x(j)2i�1 1CA (3.50)donde j = 1; � � � ; m�1. Como las matrices J�1i son conocidas, podemosexpresar la soluci�on de g(j) de cada uno de los m�1 sistemas de (3.49)



3.5. Los algoritmos divide{y{vencer�as 103como sigue:
g(j) =

0BBBBBBBBBBBBBBB@
0...0�c2(i�1)=�2i�1e2(i�1)=�2i�1e2i�1=�2i�a2i�1=�2i0...0

1CCCCCCCCCCCCCCCA ; (3.51)
donde los �unicos elementos no nulos est�an en las posiciones (2(j� 1)){�esima, (2j � 1){�esima, (2j){�esima y en la (2j + 1){�esima por la formaque tiene el vector x(j). Losm�1 sistemas puede ser tambi�en evaluadosen paralelo, independientemente en cada PE sin ninguna comunicaci�on.Algunos vectores g(j) est�an divididos entre dos PEs. En el ejemplo dela �gura 3.11 g(4) tiene sus componentes f6; 7g en el PE 0 y las f8; 9gen el PE1. Este paso se puede resolver concurrentemente en todos losPEs sin ninguna comunicaci�on.Paso 3 Durante el �ultimo paso, los vectores u y g(j) son actualizados, usandola f�ormula recursiva de Sherman{Morrison. Este procedimiento puedeser escrito de la siguiente forma:for k = 1; 2; � � � ; n� 1for j = 2k�1; 2n�1 � 2k�1; 2k�j = 1=(1 + y(j)Tg(j))u = �I � �jg(j)y(j)T �ufor i = 2k; 2n�1 � 2k; 2kg(j) = �I � �jg(j)y(j)T �g(j)endendendLa soluci�on �nal se obtiene y almacena en u. Durante los primerosn � (v + w) � 1 pasos no es necesario realizar ninguna comunicaci�onmientras que en los siguientes v + w pasos se necesita enviar los datosde una ecuaci�on al resto de los PEs que tienen esa mariposa, ver �gura
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Figura 3.11: Los vectores g(j) de un sistema de N = 64 ecuaciones sobre 8PEs. En el primer paso los g(j) tienen elementos no nulos en los PEs quevemos en la �gura. Algunos, como en el caso de g(16), tienen elementos nonulos entre dos PEs, el 3 y 4.



3.6. Divide{y{vencer�as extendido 1053.10. Por lo tanto, es necesario de�nir un nuevo operador que realicela transmisi�on de los datos necesarios entre los PEs adecuados,De�nici�on 12 El operador �j env��a el dato localizado en las posicionesm�as signi�cativas del campo memoria del PE k a los PEs k + i; i =f�2j � 1; � � � ;�1; 1; � � � ; 2jg y los datos en las posiciones menos sig-ni�cativas del campo memoria del PE k + 1 a los PEs k + i; i =f�2j; � � � ;�1; 1; � � � ; 2j � 1g.De lo que podemos expresar el algoritmo de desacoplamiento recursivo deSpaletta y Evans,Algoritmo 9 El algoritmo de desacoplamiento recursivo de Spaletta y Evansde longitud N = rn se puede implementar por la siguiente cadena de opera-dores �00B1([tn � � � t1]� [0 � � � 1])B1B1 u�1Yi=1 B2i+11 n�1Yi=u �i�u+1B2u1 (3.52)
3.6 Divide{y{vencer�as extendidoEn la �gura 3.12 mostramos el 
ujo de datos del algoritmo divide{y{vencer�asextendido para un sistema de N = 8 ecuaciones. Cada nodo es una ecua-ci�on (cuatro coe�cientes). Este algoritmo tiene la misma formulaci�on queel algoritmo divide{y{vencer�as, pero cada dato es entrada a dos mariposas(representadas por el operador B00). Hay N=r mariposas presentando 2rentradas y r salidas. Alguna entrada puede ser la ecuaci�on identidad I.El 
ujo de datos del algoritmo en la malla puede realizarse por tres ca-minos alternativos:1. Combinando operaciones de computaci�on y comunicaci�on en cada unode los n pasos. En los primeros u pasos las �unicas comunicacionesnecesarias son las del operador �i�1j . Estas comunicaciones son entrePEs vecinos (j = 0) y el tama~no de los mensajes se dobla en cada unode los pasos (i = 1; � � � ; u). En los restantes n � u pasos el operadorintercambio, caracter��stico del algoritmo divide{y{vencer�as, debe tam-bi�en implementarse, lo que implica comunicaciones primero sobre las
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7Figura 3.12: Flujo de datos de un algoritmo divide{y{vencer�as extendidopara un sistema de ecuaciones de N = 8. En el algoritmo PARA-RC loscuadrados negros representan las ecuaciones iniciales. Los cuadrados negrosrepresentan el resultado de la ecuaci�on (3.56). Los c��rculos y los tri�angulostambi�en representan esta computaci�on pero identi�can la ecuaci�on identidadI como entradas superior o inferior respectivamente. La �gura de la derechaes el mismo 
ujo de datos pero utilizando la notaci�on de las mariposas B00.columnas y despu�es sobre las �las. Este caso es una generalizaci�on de8.1 para divide{y{vencer�as extendido.2. Agrupando las operaciones de computaci�on a un lado y las de comu-nicaci�on (operador E) en el otro. A diferencia de la proposici�on 8.2todav��a es necesario implementar las comunicaciones generadas por eloperador �i�1j . En los primeros v pasos, estas comunicaciones son entrePEs vecinos en las �las (�i�10 ) y en los siguientes w pasos, entre PEsvecinos en las columnas (�i�1w ). Ninguna comunicaci�on es necesaria enlos �ultimos u pasos. A diferencia de la ecuaci�on (3.27), que implica upasos, en este caso es necesario realizar v pasos del primer tipo paraobtener menor n�umero de comunicaciones (�i�10 ).3. Podemos minimizar el n�umero de pasos de comunicaciones si comenza-mos por realizar las comunicaciones que implica el operador E en losprimeros v +w pasos. De esta manera, en los restantes u pasos no sonnecesarias las comunicaciones.Algoritmo 10 El algoritmo divide{y{vencer�as extendido se puede imple-mentar por una de las siguientes cadenas de operadores:
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La tercera cadena de operadores (ecuaci�on (3.55), �gura 3.13), es la queproporciona el mejor rendimiento, pues permite solapar comunicaciones ycomputaciones. Adem�as, reduce los pasos de comunicaci�on y la cantidad dedatos que se trans�eren con respecto a las dos primeras cadenas (ecuaciones(3.53) y (3.54)).



108 Cap��tulo 3. Sistemas tridiagonales3.6.1 El m�etodo de la reducci�on c��clica paralelaUn algoritmo con un t��pico 
ujo de datos divide{y{vencer�as extendido es el dela reducci�on c��clica paralela (PARA-RC) [55]. Este algoritmo incrementa elparalelismo del algoritmo RC al realizar la operaci�on de reducci�on sobre todaslas ecuaciones en todas las etapas [55]. El paso t-�esimo consiste en obtenerlas ecuaciones E(t)i , realizando la siguiente operaci�on sobre las ecuacionesE(t�1)(i� 2t�1), E(t�1)(i) y E(t�1)(i+ 2t�1),E(t)(i) = �(t�1)i E(t�1)(i� 2t�1) + E(t�1)(i) + �(t�1)i E(t�1)(i + 2t�1); (3.56)donde �(t�1)i = �ai=bi�2t�1, �(t�1)i = �ci=bi+2t�1 . Eliminamos los super��ndices(t� 1) de los coe�cientes para mayor claridad. Las inc�ognitas en E(t�1)(i�2t�1) son xi�2t, xi�2t�1 y xi. El primer t�ermino de la derecha de (3.56) eliminaxi�2t�1 en E(t�1)(i) e introduce la inc�ognita xi�2t en �el. De la misma forma,el �ultimo t�ermino en la parte derecha de la ecuaci�on (3.56) elimina xi+2t�1 eintroduce xi+2t en la ecuaci�on E(t�1)(i), de lo cual resulta, E(t)(i).En el paso n-�esimo, el �ultimo del algoritmo, obtenemos las ecuacionesE(n)(i) con variables xi�2n , xi y xi+2n que, excepto la central, son 0. Estopermite el c�alculo de xi en la ecuaci�on E(n)(i).Hay cuatro clases de nodos en la �gura 3.12. Los nodos identi�cados comocuadrados blancos son las ecuaciones iniciales E(0)(i). Los nodos marcadoscomo cuadrados negros representan el resultado de la expresi�on (3.56). Unc��rculo (tri�angulo negro) tambi�en computa la ecuaci�on (3.56) pero siendosu entrada superior (inferior) la ecuaci�on identidad, I. Identi�camos comoecuaci�on identidad la que presenta los coe�cientes f0; 1; 0; 0g.3.7 Evaluaci�onHemos implementado los algoritmos paralelos de M�uller y Scheerer, RC, do-blamiento sucesivo de Wang y Mou, PARA-RC y desacoplamiento recursivode Spaletta y Evans sobre el AP1000 de Fujitsu [40].El algoritmo de M�uller y Scheerer muestra una estructura de �arbol di-recto en su fase de eliminaci�on y una estructura de �arbol inverso en su fasede sustituci�on. Ambas fases han sido implementadas usando la cadena deoperadores del Algoritmo 6, ecuaciones (3.10) y (3.11) respectivamente. Elalgoritmo RC tiene una estructura de �arbol extendido durante su fase de



3.7. Evaluaci�on 109eliminaci�on pero una estructura de �arbol inverso en su fase de sustituci�on.Este algoritmo ha sido implementado usando la cadena del Algoritmo 7 parala primera fase y la ecuaci�on (3.11) en la segunda fase.Cuando implementamos estos algoritmos sobre el AP1000 realizamos al-gunas optimizaciones. En estos algoritmos debemos implementar las comu-nicaciones dadas por los operadores E y � (� s�olo en el algoritmo RC). Laimplementaci�on del primer operador la optimizamos evitando el uso de lamisma conexi�on por varios mensajes simult�aneamente. De esta manera evi-tamos que un mensaje est�e bloqueado hasta que los otros mensajes �nalicen.Este efecto de cuello de botella lo resolvimos usando una t�ecnica bien conoci-da que funciona sobre muchos computadores paralelos, escala �optimamente,y requiere un n�umero m��nimo de mensajes para ser enviados y recibidos. Encada paso, un PE env��a un mensaje a otro PE en su misma �la o columnadependiendo si se implementa el operador Ecol;mem o Efila;mem. El PE querecibe concatena el mensaje recibido con su propio mensaje almacenado, do-blando el tama~no del mensaje de forma que en un n�umero logar��tmico depasos un PE acumula el vector entero (ver �gura 3.14).Tambi�en hemos utilizado el m�etodo propuesto por Cox y Knisley [28].La estrategia que sigue es particionar el sistema de ecuaciones en V � Wsistemas locales de forma que la etapa de eliminaci�on puede ser realizadaen cada sistema independientemente de los dem�as. El coste de la indepen-dencia es una redundancia computacional. El sistema global al �nal de estepaso se reduce a un sistema V � W � q inc�ognitas, donde q es el n�umerode inc�ognitas que quedan en cada PE despu�es de �nalizar la etapa local. Sepueden enviar todas las ecuaciones a un �unico PE, el cual resuelve el sistemay redistribuye los valores de las inc�ognitas calculadas. Otra opci�on es reducirprimero el sistema por �las de forma que el primer PE de cada �la resuelvaun sistema de W �q ecuaciones y, por �ultimo, el PE 0 resuelva un sistema deW ecuaciones. En el AP1000 este m�etodo no es efectivo. El tiempo compu-tacional redundante no compensa el tiempo de comunicaci�on que se ahorra.En este computador se ha utilizado un m�etodo h��brido. Durante las prime-ras etapas no se realizan comunicaciones pero, a partir de una cierta etapa(par�ametro que viene determinado por el coste de tiempo de comunicaci�on ycomputaci�on) se vuelven a realizar comunicaciones entre los PEs.Ahora consideraremos la implementaci�on del operador �. En el algoritmoRC, la memoria de cada PE no almacena todos los datos necesarios para lacomputaci�on de su primer nodo (excepto el primer PE). La aproximaci�on m�assimple ser��a ejecutar una llamada cada vez que se necesiten datos remotos,(operadores �fil y �col). Esto ser��a inaceptablemente lento pues tiene el coste
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Figura 3.14: Implementaci�on del operador Efila;mem de una matriz de 2 en 4PEs. En el primer paso env��a los PEs 1 y 2 a los PEs 0 y 3, respectivamente.En el segundo paso se env��a del PE 2 al PE 0. As��, al �nal en s�olo log2 4pasos el PE 0 tiene todo el array completo que al principio estaba distribuidoentre los PEs.de un tiempo de latencia de env��o por cada dato remoto accedido. Abrirlos canales de comunicaci�on es mucho m�as costoso temporalmente que lacantidad de datos que se pasen. Aplicamos una alternativa al algoritmo RCconsistente en almacenar en una cola las peticiones para ser enviadas en el�ultimo paso, u� 1, (despu�es de que cada petici�on ha sido almacenada en lacola), y ejecutando los restantes nodos. Como se puede ver en la �gura 3.15,las ecuaciones marcadas por un c��rculo son enviadas juntas despu�es del paso2 y ser�an ejecutadas despu�es las ecuaciones marcadas con un cuadrado.En las tablas 3.1 y 3.2 mostramos los resultados de la ejecuci�on de losalgoritmos M�uller y Scheerer y RC sobre el AP1000.El algoritmo de Wang y Mou tiene una estructura divide{y{vencer�as ylo implementamos siguiendo la cadena de operadores del Algoritmo 8 (pri-mera cadena). Finalmente, el algoritmo PARA-RC presenta una estructuradivide{y{vencer�as extendida y lo implementamos usando la cadena de ope-radores del Algoritmo 10 (tercera cadena). Tambi�en, en ambos casos, hemosintentado optimizar las comunicaciones. Como muchos pasos requieren co-municaciones y el n�umero de datos que se comunica es grande, intentamossolapar comunicaciones y computaciones. Para conseguirlo ejecutamos lasmariposas en cada paso en dos fases diferentes. Mientras se est�an ejecutandola mitad de las mariposas, el resultado de la otra mitad est�a siendo enviada.
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Figura 3.15: Flujo de datos del algoritmo RC con 8 datos por PE. Los nodoscon c��rculo son enviados juntos despu�es del segundo paso y los nodos concuadrados blancos son ejecutados.
Tabla 3.1: Medidas del tiempo de ejecuci�on (en milisegundos) sobre elAP1000 para el algoritmo de M�uller y Scheerer.N�umero de datosN�umero de PEs 210 212 214 216 218 2201 5.36 21.51 94.68 381.83 1529.24 {2 2.73 10.75 45.96 190.74 764.47 {4 1.40 5.42 21.66 94.84 382.04 1529.548 0.75 2.77 10.79 46.04 190.81 764.5616 0.52 1.53 5.57 21.83 95.02 382.2632 0.39 0.89 2.93 10.96 46.22 191.0564 0.33 0.57 1.60 5.63 21.90 95.10128 0.37 0.50 1.01 3.06 11.07 46.34256 0.41 0.48 0.73 1.28 5.78 22.02512 0.58 0.61 0.74 1.23 3.26 11.28



112 Cap��tulo 3. Sistemas tridiagonalesTabla 3.2: Medidas del tiempo de ejecuci�on (en milisegundos) sobre elAP1000 para el algoritmo RC.N�umero de datosN�umero de PEs 210 212 214 216 218 2201 3.56 14.47 61.85 { { {2 1.91 7.46 30.37 125.74 { {4 1.03 3.79 15.15 62.27 { {8 0.59 1.97 7.56 30.19 126.88 {16 0.38 1.07 3.89 15.06 63.13 {32 0.28 0.64 2.04 7.56 30.51 125.8864 0.24 0.43 1.12 3.92 15.26 62.38128 0.23 0.33 0.68 2.10 7.67 30.30256 0.23 0.29 0.48 1.17 3.95 15.17512 0.24 0.28 0.39 0.74 2.16 7.68Esto se puede ver en las �guras 3.16.a y 3.16.b para el caso del algoritmodivide{y{vencer�as. Esto se hace para evitar que un PE est�e ocioso despu�esde enviar un mensaje esperando la recepci�on de otro mensaje. Este solapa-miento puede aplicarse a muchos de los algoritmos que hemos visto en estecap��tulo. La carga computacional no se incrementa y se solapa con los perio-dos de comunicaci�on. Esta aproximaci�on ofrece la posibilidad de solapar casila totalidad de comunicaciones con computaciones, ver �gura 3.16.c, como esel caso de los algoritmos PARA-RC y doblamiento sucesivo de Wang y Mou.Si el hardware soporta simultanear comunicaciones y c�alculos, el c�odigo puedeser f�acilmente transformado. En las tablas 3.3 y 3.4 mostramos los tiempospara los algoritmos doblamiento sucesivo de Wang y Mou y PARA-RC en elAP1000 con solapamiento de comunicaciones y computaciones.El algoritmo de desacoplamiento recursivo de Spaletta y Evans muestrauna estructura divide{y{vencer�as base 2 en el paso preliminar y en los dosprimeros pasos y una estructura divide{y{vencer�as de base potencia de dosen el resto de las etapas del paso 3. Ha sido implementado usando la cadenade operadores de la proposici�on 9, ecuaci�on 3.52. En la tabla 5 mostramoslos tiempos de ejecuci�on.El algoritmo para ST con el mejor tiempo de los que hemos tratado ha sidoel algoritmo RC. El de M�uller y Scheerer (Algoritmo 6) y el RC (Algoritmo7) son los m�as r�apidos. Pero el algoritmo RC es casi dos veces m�as r�apidoque el de M�uller y Scheerer, ver �gura 3.17.a. Ambos muestran el problema
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Tabla 3.3: Medidas del tiempo de la ejecuci�on (en milisegundos) sobre elAP1000 para el algoritmo de doblamiento sucesivo de Wang y Mou.N�umero de datosN�umero de PEs 210 212 214 216 218 2201 50.06 257.04 1209.91 { { {2 26.26 127.94 629.24 { { {4 13.88 66.06 324.01 { { {8 7.39 34.13 161.42 774.43 { {16 4.02 17.88 82.13 393.78 1780.88 {32 2.17 9.44 42.23 195.37 918.28 {64 1.26 5.09 21.96 98.70 466.38 2077.20128 0.73 2.69 11.52 50.39 229.54 1068.59256 0.46 1.52 6.12 26.17 115.40 540.33512 0.17 0.91 3.25 13.62 58.92 265.25
Tabla 3.4: Medidas del tiempo de la ejecuci�on (en milisegundos) sobre elAP1000 para el algoritmo PARA-RC.N�umero de datosN�umero de PEs 210 212 214 216 218 2201 32.16 190.73 906.20 4201.29 { {2 16.25 77.75 446.55 2074.84 { {4 8.31 39.08 220.71 1025.59 { {8 4.31 19.81 92.02 506.41 2318.58 {16 2.22 10.13 46.14 250.34 1148.33 {32 1.25 5.23 23.34 106.42 566.03 2566.4764 0.73 2.73 11.99 53.42 280.61 1273.65128 0.49 1.54 6.27 27.18 121.87 630.72256 0.37 0.92 3.27 14.03 61.36 312.72512 0.33 0.60 1.86 7.33 31.19 137.83



3.7. Evaluaci�on 115Tabla 3.5: Medidas del tiempo de la ejecuci�on (en milisegundos) sobre elAP1000 para el algoritmo de Spaletta y Evans.N�umero de datosN�umero de PEs 210 211 212 214 2161 195.24 766.26 { { {2 37.39 143.25 557.25 { {4 10.40 38.18 144.74 { {8 3.27 10.70 38.74 561.44 {16 1.30 3.47 11.06 146.98 {32 0.78 1.50 3.74 40.01 566.0864 0.78 1.08 1.82 12.11 149.48128 1.19 1.32 1.62 4.81 41.79256 2.14 2.21 2.33 3.47 14.17512 4.13 4.17 4.22 4.68 8.14de todos los algoritmos con una estructura en �arbol: una mala escalabilidad,que todav��a es m�as notable en el segundo algoritmo (ver �guras 3.17.b y3.17.c). En ambos casos, los nodos computacionales en cada paso se reducenen un factor N=r pero el segundo algoritmo tiene una mayor complejidadcomputacional por nodo.Por otra parte, los algoritmos de doblamiento sucesivo de Wang y Mou(Algoritmo 8), PARA-RC (Algoritmo 10) y el algoritmo de desacoplamientorecursivo de Spaletta y Evans ( Algoritmo 9) son peores que los otros algo-ritmos. El algoritmo PARA-RC ha sido mejor en tiempo que el algoritmode doblamiento sucesivo de Wang y Mou, ver �gura 3.17.a. Esto es debido aque los nodos utilizan una tr��ada de ecuaciones para los c�alculos, resultandouna mayor carga computacional, y mejor escalabilidad como consecuenciadel solapamiento entre comunicaciones y computaciones (ver �guras 3.17.b y3.17.c).Los algoritmos PARA-RC y Spaletta y Evans no pueden competir conlos algoritmos RC y M�uller y Scheerer en t�erminos de tiempo de ejecuci�on.Sin embargo, muestran un buen rendimiento en t�erminos de aceleraci�on ye�ciencia, consiguiendo sobreaceleraci�on, ver �gura 3.17. Pero la memorianecesaria para el algoritmo de Spaletta{Evans es la peor, seguido del algo-ritmo de M�uller{Scheerer.En las �guras 3.18 mostramos la aceleraci�on relativa obtenida para algu-nos tama~nos de la secuencia de datos de entrada para los diferentes algorit-
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118 Cap��tulo 3. Sistemas tridiagonalesmos. Estos resultados muestran que las t�ecnicas empleadas en la paraleliza-ci�on dan un excelente rendimiento sobre un computador con topolog��a malla.En todos los algoritmos la aceleraci�on relativa est�a pr�oximo a dos. Hemosobtenido una sobreaceleraci�on en estos algoritmos cuando cada PE contienelos mismos datos que el tama~no de la cache de cada PE (214 � 8bytes=128Kbytes).



Cap��tulo 4�Arboles completos
4.1 Introducci�onDentro del campo general del mapeado de grafos, un problema de gran inter�eses el mapeado de �arboles r{arios completos sobre las topolog��as de arraylineal y malla. El inter�es del mapeado de �arboles r-arios completos sobrearrays lineales y mallas se orienta tanto a la implementaci�on VLSI como ala programaci�on paralela. Los �arboles aparecen en m�ultiples campos de lasciencias de computaci�on donde su �ambito de aplicaci�on se puede agrupar enlos siguientes grupos:� En estructuras de datos. Las estructuras de datos organizadas me-diante �arboles, usando listas enlazadas y punteros para su represen-taci�on, se utilizan para realizar b�usquedas, recuperaci�on y actualiza-ci�on de la informaci�on. Los algoritmos que realizan b�usqueda haciaatr�as (Bractracking) determinan la soluci�on �optima de un problemarealizando una b�usqueda sistem�atica en el conjunto de soluciones, queest�a organizado en forma de �arbol.� En estructuras de computaci�on. Existen m�aquinas paralelas queorganizan los PEs en forma de �arbol, como la CM (Connection Machi-ne). Tambi�en son muy atractivos desde el punto de vista de la inte-graci�on VLSI. Con el desarrollo de la tecnolog��a VLSI se hace posibleconstruir grandes bloques de silicio que contienen muchos elementosde procesamiento interconectados de muy diversas formas. Muchospatrones de interconexi�on han sido propuestos para resolver una granvariedad de problemas. Algunos patrones t��picos son arrays lineales,119



120 Cap��tulo 4. �Arboles completosarrays rectangulares y hexagonales, �arboles binarios, etc. El principalproblema es que mientras un cierto patr�on es bueno para una deter-minada aplicaci�on lo es menos para otras. En el caso del �arbol, seha mostrado que necesita interconexiones simples y regulares lo cualreduce sensiblemente el coste.� Algoritmos con 
ujo de datos en �arbol. El �arbol r{ario comple-to es la estructura subyacente a la aplicaci�on del algoritmo DV parala resoluci�on de muchos problemas. Esta estrategia es universalmenteaceptada como uno de los paradigmas b�asicos en el dise~no de algorit-mos paralelos. Esta clase de algoritmos son secuenciales entre niveles,inherentemene paralelos en cada nivel e irregulares en el n�umero dedatos entre niveles. Existen algoritmos tipo �arbol sencillos que realizansubtareas de otros m�as complejos. Ejemplos t��picos son el c�alculo delproducto de N datos para una operaci�on asociativa, la obtenci�on delm�aximo de N elementos para determinar una relaci�on de orden, algo-ritmos de ordenaci�on y mezcla de listas, etc. Ejemplos m�as espec���cosaparecen en todas las �areas de la ciencia y la ingenier��a.En general, no es posible mapear un �arbol r-ario sobre un array o mallade PEs de tal forma que se asigne un �unico nodo del �arbol por PE y que lascomunicaciones generadas por los arcos sean entre PEs vecinos (proyecci�onde expansi�on 1 y dilataci�on 1) [46]. Esto se debe a que el n�umero de nodosde un �arbol es mayor que en un array lineal o en una malla. As��, para unmultiprocesador de orden n, el n�umero de PEs conectados en un array lineales n y en el caso de la malla n2, frente al n�umero de nodos de un �arbolr-ario de n niveles, que es O(rn). Este problema no existe en el mapeado de�arboles binarios en multiprocesadores de topolog��a hipercubo [117, 110, 111].El n�umero de PEs de un hipercubo de dimensi�on n es 2n, que es del mismoorden que el n�umero de nodos de un �arbol binario de n niveles.En la bibliograf��a se han propuesto distintas t�ecnicas para mapear �arbolesr-arios sobre arrays o mallas que pueden encuadrarse en alguna de las tressiguientes categor��as:1. Mapeado que asigna un nodo del �arbol a cada PE y con comunicacionesentre PEs no vecinos.2. Mapeado que asigna m�as de un nodo del �arbol a cada PE y con comu-nicaciones entre PEs vecinos.3. Mapeado que asigna m�as de un nodo del �arbol a cada PE y con comu-nicaciones entre PEs no vecinos.
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Figura 4.1: Mapeado de un �arbol binario completo de cinco niveles sobre unamalla 7� 7 con la aproximaci�on �arbol en H.La primera categor��a de mapeado se ha utilizado extensivamente en laimplementaci�on de estructuras de tipo �arbol binario en VLSI. Las primeraspropuestas para proyectar (laying out ) arquitecturas �arbol sobre VLSI esta-ban basadas en cl�asica aproximaci�on �arbol en H [57], ver �gura 4.1. Talesproyecciones (layouts) mostraban �areas ine�cientes y largas interconexiones,particularmente para grandes �arboles con un gran n�umero de nodos de pro-cesamiento. Otros dise~nos, [46, 118], empleaban los esquemas basados enbaldosas (tiles) para mejorar la utilizaci�on del silicio y el retardo de pro-pagaci�on. El esquema de proyecci�on del �arbol propuesto usa una estrategiajer�arquica tal que el �arbol del tama~no requerido es construido interconec-tando de forma apropiada un conjunto de tiles b�asicos. Algunos de estosmapeados, si est�an basados en la estructura H o en tiles, presentan el incon-veniente de que la longitud de comunicaci�on crece inde�nidamente conformenos alejamos de la ra��z del �arbol.Los mapeados pertenecientes a la segunda categor��a son m�as adecuadospara implementar tanto en VLSI como en los multiprocesadores. Las comu-nicaciones se restringen a PEs vecinos a costa de asignar m�as de un nododel �arbol a cada PE. La soluci�on m�as b�asica perteneciente a esta categor��aconsiste en asignar uno de los niveles completos del �arbol a cada PE [24, 26].Esta soluci�on es f�acil de programar pero extremadamente desbalanceada,pues el n�umero de nodos de cada nivel del �arbol r-ario aumenta en un factorr. Las soluciones m�as e�cientes pertenecientes a esta segunda categor��a sonlas que balancean la distribuci�on de nodos entre los PEs. A modo de ejemplo,en la �gura 4.2 mostramos la distribuci�on de un �arbol binario de 32 nodossobre una malla de 16 PEs, asignando 2 nodos a cada uno de los PEs. En
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4.2. Planteamiento del problema 123en [43] se estudia el mapeado de �arboles orientados sobre arrays lineales yen [109] se utiliza el ordenamiento de tipo serpiente para mapear �arbolesorientados sobre multiprocesadores de interconexi�on malla. Otro mapeadode este tipo sobre multiprocesadores de interconexi�on malla se propone en[44]. En [1] se utiliza la t�ecnica tree{contraction como aproximaci�on est�andaren la paralelizaci�on de subproblemas de escasa granularidad. En [94] propo-nen una soluci�on, llamada distributed{tree{contraction para subproblemas degran granularidad basada en el m�etodo de grain{packing [60]. Esta soluci�onevita el excesivo coste en las comunicaciones causado por la adaptaci�on di-recta del algoritmo descrito en [1].A continuaci�on se de�nir�an de forma breve y precisa los t�erminos m�asusados y se analizar�a el �ambito de aplicaci�on de los mismos. Luego pre-sentaremos dos metodolog��as generales para realizar el particionamiento ymapeado de �arboles r-arios completos sobre arrays y mallas considerandocomunicaciones entre PEs vecinos. En los dise~nos propuestos previamen-te en la bibliograf��a, el estudio se restringe a �arboles binarios completos yninguna de las t�ecnicas que hemos recopilado se ha generalizado a �arbolescompletos r{arios. Como en los otros dise~nos existentes en la bibliograf��a,suponemos que el tama~no de los PEs es relativamente grande comparado conel ancho de interconexi�on. Por tanto, la principal preocupaci�on de nuestrodise~no es la alta utilizaci�on de los PEs; y para el rendimiento, la minimizaci�onde la distancia de interconexi�on de los nodos conectados en el �arbol.En la primera parte de este cap��tulo consideramos una distribuci�on ba-lanceada de la carga (categor��a 2), teniendo en cuenta, s�olo el problema delmapeado, sin considerar la plani�caci�on (scheduling) de las operaciones re-presentadas por los nodos. Es decir, consideraremos que los �arboles son noorientados.Al �nal del cap��tulo (secci�on 4.5) extenderemos la metodolog��a para consi-derar �arboles orientados. Es decir, supondremos que una tarea representadapor un nodo no podr�a comenzar a ejecutarse hasta que �nalicen las tareasprevias. Consideraremos la distribuci�on y temporizaci�on de las tareas paraconseguir un buen baleaceamiento de la carga.4.2 Planteamiento del problemaConsideraremos �arboles r-arios completos donde cada nodo interno (un nodono hoja), tiene r hijos.En los procedimientos de mapeado de los �arboles r-arios que vamos a



124 Cap��tulo 4. �Arboles completosproponer permitiremos s�olo comunicaciones entre PEs vecinos. As��, dos no-dos unidos por un arco del �arbol se asignar�an al mismo PE o a PEs vecinos.Esto implica que, poniendo la ra��z del �arbol en uno de los PEs del array o dela malla, la distancia que pueden alcanzar los nodos del �arbol se ve limitadapor el propio n�umero de niveles del �arbol. En concreto, sobre arrays de VPEs y colocando la ra��z en el PE de una esquina, pueden mapearse �arbolestales que n � V . La igualdad, por ejemplo, puede conseguirse en el caso enque se asigne un nivel del �arbol a cada PE. Sobre una malla de W � V PEs,colocando la ra��z del �arbol en una esquina, pueden mapearse �arboles talesque n � V +W �1. Si la ra��z del �arbol se coloca en uno de los PEs centrales,deber�a veri�carse n > bV=2c en el caso del array o n > bV=2c+ bW=2c en elcaso de la malla.Impondremos que la distribuci�on de los nodos del �arbol entre los PEs seabalanceada. En concreto, asignaremos un m�aximo de U = dN=W�V e nodosa cada PE, siendo W � V el n�umero de PEs. A medida que consideremosarrays y mallas de mayor tama~no, el n�umero de nodos por PE ser�a mayor,pues los �arboles crecen en mayor proporci�on que los arrays o mallas. As��, unarray de longitud n contiene n PEs y una malla de lado n, n2 PEs, mientrasque un �arbol de n niveles contiene O(rn) nodos.Realizado el mapeado de un �arbol de n niveles sobre un array o unamalla, este resultado puede utilizarse para mapear un �arbol de un mayorn�umero de niveles sobre el mismo array o malla. Para ello, utilizaremos unprocedimiento consistente en contraer un �arbol de n + 1 niveles sobre unode n niveles, mapeando este �ultimo. As��, asignaremos el conjunto de nodosfi � r + j; 0 � j < rg del primer �arbol al nodo i del segundo. Esta contrac-ci�on presenta una singularidad en el nodo 1. Para evitar esta singularidaddebemos considerar en el �arbol un nodo adicional conectado a la ra��z y de-signado como nodo 0. En la �gura 4.3 mostramos un ejemplo concreto deeste procedimiento.
4.3 Mapeado de �arboles r-arios en arraysEn esta secci�on estudiaremos el mapeado de un �arbol r-ario sobre un array,primero asignando la ra��z del �arbol al PE de una esquina del array y, acontinuaci�on, asign�andola al PE central.
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17Figura 4.3: Contracci�on de un �arbol 3-ario de 3 niveles sobre otro de 2 niveles.As��, por ejemplo, asignamos los nodos 9, 10 y 11 del primero al nodo 3 delsegundo. Para que la contracci�on est�e bien de�nida hemos incluido en ambos�arboles un nodo adicional conectado a la ra��z y designado como nodo 0.4.3.1 Asignaci�on de la ra��z del �arbol al PE de una es-quina del arrayEn este primer caso consideraremos la distribuci�on de los nodos de un �arbolr-ario de n niveles (N = rn�1r�1 nodos) sobre un array de n PEs. Como hemosvisto en la secci�on anterior esto no supone ninguna restricci�on, pues �arbolesmayores pueden mapearse contray�endolos previamente sobre �arboles de nniveles.El mapeado de los nodos del �arbol entre los PEs la haremos imponiendolas siguientes condiciones:1. La distribuci�on de los nodos del �arbol entre los PEs ser�a balanceada.A cada PE le asignaremos U = dN=ne nodos, excepto al PE 1, que leasignaremos los restantes hasta completar todos los nodos del �arbol.2. Las comunicaciones ser�an s�olo entre PEs vecinos. Los nodos que enel �arbol est�an unidos por arcos los asignaremos al mismo PE o a PEsvecinos.3. Las comunicaciones entre PEs ser�an siempre en el mismo sentido. Lara��z del �arbol ser�a asignada al primer PE del array. Los hijos de cadanodo se asignar�an al PE que contiene dicho nodo o al PE de ��ndiceinmediatamente superior. De esta forma, partiendo de la ra��z de �arbol yascendiendo a niveles superiores, las comunicaciones entre PEs tendr�anlugar siempre en el mismo sentido (de PEs de menor ��ndice a PEs demayor ��ndice).



126 Cap��tulo 4. �Arboles completosLos PEs del array los numeraremos de 1 a n y denominaremos C(i) elconjunto de nodos del �arbol que asignaremos al PE i. De las condiciones im-puestas arriba al mapeado se deducen las restricciones dadas por el siguienteconjunto de lemas:Lema 11 Si C(i) y C(i + 1) son, respectivamente, el conjunto de nodosasignados a los PEs i y i + 1, entonces el conjunto C(i) debe incluir losnodos fj j j � r 2 C(i+ 1); j 62 C(i+ 1)g, mientras que el conjunto C(i+ 1)incluir�a los nodos fj j j=r 2 C(i); j 62 C(i)g.Demostraci�on Este lema se deduce de las condiciones 2 y 3. As�� con-seguimos que el padre de un nodo se encuentre en el mismo PE que dichonodo o en el PE de ��ndice inmediatamente inferior. 2Lema 12 Al PE i debemos asignarle nodos de niveles mayores o iguales quei. Demostraci�on A partir de las condiciones 2 y 3. Puesto que hemosasignado el nodo 1 al PE 1 y las comunicaciones que pueden generar losarcos del �arbol son s�olo entre PEs vecinos, al llegar al PE i debemos asignarlenodos de niveles mayores o iguales que i. 2De aqu�� se deduce que al PE n se le debe asignar nodos del nivel n del�arbol.Lema 13 Si mi es el n�umero de nodos del nivel i asignados al PE i, debeveri�carse mi+1 � r �mi; i = 1; : : : ; n� 1.Demostraci�on A partir de las condiciones 2 y 3. Si la desigualdad no severi�ca no ser�a posible asignar comunicaciones entre PEs vecinos a los arcosque unen los padres de los niveles i con los hijos de los niveles i+1 del �arbol.2Lema 14 Debe veri�carse dU=rn�ie � mi � b (n�i+1)UNn�i+1 c; i = 1; : : : ; n conNn�i+1 = rn�i+1�1r�1 .Demostraci�on A partir de las condiciones 1, 2 y 3. La primera desi-gualdad se deduce de lo siguiente: el PE n contiene U nodos del nivel n, elPE n�1 debe incluir los dU=re padres de estos nodos, el PE n�2 los dU=r2epadres de estos �ultimos, y as�� sucesivamente.
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NODO ASIGNADO INCORRECTAMENTEFigura 4.4: Ejemplo de mapeado que no veri�ca el Lema 15. Para i = 3, esm3 = 3 (nodos 4, 5 y 6) y dmi=ri�2e = 2. Como no se veri�ca el lema 15, elPE 1 s�olo podr�a contener el nodo 1, por lo que la distribuci�on de los nodosno puede ser balanceada.En cuanto a la segunda desigualdad el razonamiento es como sigue. Sea 
iel subgrafo formado por los nodos asignados a los PEs del i al n. El n�umero deniveles de 
i es n�i+1 y el n�umero total de nodos es (n�i+1)U . El n�umerom�aximo de sub�arboles en el nivel n � i + 1 incluidos en 
i ser�a j (n�i+1)UNn�i+1 kdonde Nn�i+1 es el n�umero de nodos que contiene uno de estos sub�arboles.Como las ra��ces de estos sub�arboles deben estar en el nivel i, de aqu�� sededuce que mi � j (n�i+1)UNn�i+1 k 2Lema 15 Excepto en el caso en que el PE 1 contenga s�olo la ra��z del �arbol,debe veri�carse mi � d(r � 1)ri�2e; i = 1; : : : ; n.Demostraci�on A partir de las condiciones 1, 2 y 3. En efecto, simi > d(r � 1)ri�2e para alg�un i, entonces m2 = dmi=ri�2e = r y C(1)s�olo podr�a contener la ra��z del �arbol. 2Este lema nos va a garantizar que podamos incluir los nodos su�cientesen cada uno de los conjuntos asignados a los PEs. La �gura 4.4 ilustra estelema con un contraejemplo.En los procedimientos que describimos a continuaci�on, asignaremos alPE n los U primeros nodos del nivel n del �arbol, es decir, el conjunto de
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PEFigura 4.5: Ejemplo de las restricciones en la asignaci�on de los nodos a losPEs. Hemos �jado la asignaci�on de los nodos de ��ndices 16 a 22 al PE 5.Esta primera asignaci�on implica que los nodos de las zonas rayadas debenasignarse obligatoriamente a los correspondientes PEs. A continuaci�on, losPEs deben completarse (hasta un total de U = 7 nodos) con nodos de laszonas especi�cadas.nodos C(n) = frn�1 + j; 0 � j < Ug (son posibles otras asignaciones).Seg�un el lema 1, esta asignaci�on nos �ja la ubicaci�on de los dU=re padres deC(n), que deben asignarse al conjunto C(n � 1); adem�as, debemos asignarlos dU=r2e padres de estos �ultimos al conjunto C(n�2); y as�� sucesivamente.A continuaci�on, debemos completar los conjuntos con nodos no asignados.Los lemas 11 a 15 nos restringen las posibilidades de elecci�on. En la �gura4.5 mostramos estas restricciones para un ejemplo concreto.Para completar los conjuntos, nosotros vamos a utilizar dos tipos de ma-peado que, por su similitud con las t�ecnicas de exploraci�on de grafos, denomi-naremos mapeado en anchura y profundidad, respectivamente. En el primerode los casos, los conjuntos ser�an completados con nodos del nivel m�as altoposible (mapeado en anchura), mientras que en el segundo, los completare-mos con nodos del nivel m�as bajo posible (mapeado en profundidad). Lanumeraci�on de los niveles es la que se muestra en la �gura 1.6.Teorema 1 Un �arbol r-ario de n niveles puede mapearse sobre un array den PEs empleando el siguiente procedimiento (mapeado en anchura):1. Asignar al PE n el conjunto de nodos C(n) = frn�1 + j; 0 � j < Ug.



4.3. Mapeado de �arboles r-arios en arrays 1292. Asignar al PE i el conjunto de nodos fj j j �r 2 C(i+1); j 62 C(i+1)g3. Completar el conjunto con nodos no asignados del nivel m�as alto posi-ble.4. Repetir los pasos 2 y 3 hasta completar los PEs.siendo N el n�umero de nodos del �arbol y U = dN=ne el n�umero de nodosasignados a cada PE, excepto al PE 1.Demostraci�on Debemos demostrar los dos siguientes puntos:1. Que los hijos de un nodo son asignados al mismo PE que dicho nodo oal PE de ��ndice inmediatamente superior.2. Que cada PE contiene U nodos.Comenzaremos veri�cando el primer punto. Del procedimiento de asig-naci�on de los nodos se deduce que, si un nodo est�a situado en el PE k + 1,su padre se encontrar�a en el PE k (suponiendo que no se encuentre en el PEk + 1). Debemos comprobar la situaci�on del resto de hijos de dicho padresituado en el PE k. Comprobemos que, si sus hijos no se encuentran en elPE k + 1, entonces se encontrar�an en el PE k. Esto lo podemos asegurar si,en cada etapa, han sido asignados todos los sucesores de los nodos del nivelm�as bajo. As��, sea 
i el subgrafo formado por los nodos asignados en lasn� i+1 primeras etapas (nodos asignados al conjunto de PEs comprendidosentre el i y el n). 
i incluye un total de mi = dU=rn�ie nodos del nivel i.Puesto que el total de nodos asignados ((n� i + 1)U) es mayor o igual queel n�umero de sucesores de los nodos del nivel i (mi � Nn�i+1, lema 14), 
icontiene a todos los sucesores de los nodos del nivel i.Veri�caremos, a continuaci�on, el segundo punto. Puesto que se veri�cami � d(r � 1)ri�2e; i = 1; : : : ; n (lema 15), no van a existir nodos aisladosno alcanzables para determinados conjuntos. Por tanto, una vez incluidoslos nodos obligatorios en cada conjunto (dados por el lema 11), podemoscompletar estos con nodos adicionales hasta el total de U nodos.2En la �gura 4.6 mostramos la aplicaci�on de este procedimiento sobre unejemplo. En este ejemplo mapeamos un �arbol 3-ario de 4 niveles sobre unarray de 4 PEs. El teorema 1 se aplica de la siguiente forma:1. Asignamos al PE 4 el conjunto de nodos C(4)=f27, 28, 29, 30, 31, 32,33, 34, 35, 36g.
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27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 52 5343 44 45 46 47 48 49 515040 41 42

4 3 2 1Figura 4.6: Mapeado en anchura (teorema 1) de un �arbol 3-ario completode 4 niveles (40 nodos) sobre un array lineal de 4 PEs. Cada PE contieneU = 10 nodos. A modo de ejemplo, observar que para el conjunto de nodosdel PE 3, los nodos asignados obligatoriamente son los de ��ndices 9, 10, 11,12, 37 y 38. Este conjunto se completa con nodos adicionales (nodos de��ndices 39 a 42) del nivel m�as alto posible (el 4).2. Asignamos al PE 3 el conjunto de nodos f9, 10, 11, 12g.3. Completamos el conjunto C(3) con los nodos 37, 38, 39, 40, 41 y 42(del nivel 4).2. Asignamos al PE 2 el conjunto de nodos f3, 4, 13, 14g.3. Completamos el conjunto C(2) con lo nodos 43, 44, 45, 46, 47 y 48 (delnivel 4).2. Asignamos al PE 1 el conjunto de nodos f1, 15, 16g.3. Completamos el conjunto C(1) con los nodos 49, 50, 51, 52, 53 (delnivel 4), 17 (del nivel 3) y 5 (del nivel 2).Teorema 2 Un �arbol r-ario de n niveles puede mapearse sobre un array den PEs empleando el siguiente procedimiento (mapeado en profundidad):1. Asignar al PE n el conjunto de nodos C(n) = frn�1 + j; 0 � j < Ug.2. Asignar al PE i el conjunto fj j j � r 2 C(i+ 1); j 62 C(i+ 1)g.



4.3. Mapeado de �arboles r-arios en arrays 1313. Completar el conjunto con nodos no asignados del nivel m�as bajo po-sible cuyos hijos ya hayan sido asignados (incluidos los hijos que sevan asignando en este paso). Las restricciones son las siguientes: noasignar a C(i) nodos de niveles menores que i ni m�as de d(r� 1)ri�2enodos del nivel i.4. Repetir los pasos 2 y 3 hasta completar los PEs.siendo N el n�umero de nodos del �arbol y U = dN=ne el n�umero de nodosasignados a cada PE, excepto al PE 1.Demostraci�on La demostraci�on de este teorema es similar a la delteorema 1. Sea 
i el subgrafo formado por los nodos asignados en las n�i+1primeras etapas (nodos asignados al conjunto de PEs comprendidos entre eli y el n). 
i incluye un total de mi = minfb (n�i+1)UNn�i+1 c; d(r � 1)ri�2eg nodosdel nivel i (Nn�i+1 = rn�i+1�1r�1 ). Puesto que se veri�ca el lema 14, 
i contienea todos los sucesores de los nodos del nivel i. Adem�as, al veri�carse el lema15, los conjuntos pueden completarse con nodos adicionales hasta el total deU nodos. 2En la �gura 4.7 mostramos la aplicaci�on del procedimiento descrito en elteorema 2 sobre el mismo ejemplo que en el teorema 1. Distribuimos los 40nodos del �arbol 3-ario de 4 niveles sobre un array de 4 PEs de la siguienteforma:1. Asignamos al PE 4 el conjunto de nodos C(4)=f27, 28, 29, 30, 31, 32,33, 34, 35, 36g.2. Asignamos al PE 3 el conjunto de nodos f9, 10, 11, 12g.3. Completamos el conjunto C(3) con los nodos 37, 38, 39, 40, 41 (delnivel 4) y 13 (del nivel 3).2. Asignamos al PE 2 el conjunto de nodos f3, 4g.3. Completamos el conjunto C(2) con lo nodos 42, 43, 44, 45, 46, 47 (delnivel 4), 14 y 15 (del nivel 3).2. Asignamos al PE 1 el conjunto de nodos f1, 5g.3. Completamos el conjunto C(1) con los nodos 48, 49, 50, 51, 52, 53 (delnivel 4) y 16, 17 (del nivel 3).
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27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 52 5343 44 45 46 47 48 49 515040 41 42

4 3 2 1Figura 4.7: Mapeado en profundidad (teorema 2) de un �arbol 3-ario completode 4 niveles (40 nodos) sobre un array lineal de 4 PEs. Cada PE contieneU = 10 nodos. A modo de ejemplo, observar que para el conjunto de nodosdel PE 3, los nodos asignados obligatoriamente son los de ��ndices 9, 10, 11,12, 37 y 38. Este conjunto se completa con nodos adicionales (nodos de��ndices 13, 39, 40, 41) de los niveles m�as bajos posibles (el 3 y el 4).El procedimiento dado por el teorema 2 puede formularse de una forma al-ternativa, en la que comenzamos asignando nodos al PE 1. Esta formulaci�onconstituye el siguiente teorema.Teorema 3 Un �arbol r-ario de n niveles puede mapearse sobre un array den PEs empleando el siguiente procedimiento (mapeado en profundidad):1. Asignar al conjunto de nodos del PE 1, C(1), el nodo 1.2. Completar el conjunto de la siguiente forma: si j es el nodo de ��ndicem�as alto del conjunto con hijos todav��a no asignados, a~nadir al conjuntoel hijo de ��ndice m�as alto del nodo j. Repetir este paso hasta completarel conjunto.3. Asignar al PE i el conjunto fj j bj=rc 2 C(i� 1); j 62 C(i� 1)g.4. Repetir los pasos 2 y 3 hasta completar los conjuntos y los PEs.siendo N el n�umero de nodos del �arbol y U = dN=ne el n�umero de nodosasignados a cada PE, excepto al PE 1.



4.3. Mapeado de �arboles r-arios en arrays 133Demostraci�on Este teorema se obtiene a partir del teorema 2, invir-tiendo cada uno de los pasos de asignaci�on de nodos a PEs. En efecto, seg�unel teorema 2, el subgrafo 
i formado por los nodos asignados al conjunto dePEs del i al n puede generarse asignando, en primer lugar, los sub�arbolescuyas ra��ces son los primeros d(r�1)ri�2e nodos del nivel i y, a continuaci�on,los sub�arboles cuyas ra��ces son los nodos del nivel i+1 todav��a no asignados.Los sub�arboles se comienzan a asignar por los nodos del nivel m�as alto.Seg�un el teorema 3, el subgrafo 	i formado por los nodos asignados alconjunto de PEs del 1 al i � 1 puede generarse asignando, en primer lugar,todos los nodos de los niveles 1 a i� 1 del �arbol y los �ultimos ri�2 del niveli y, a continuaci�on, los sub�arboles que parten de los �ultimos nodos del niveli + 1. Los sub�arboles se comienzan a asignar por los nodos del nivel m�asbajo. De aqu�� se deduce que 	i es el subgrafo complementario de 
i y que,por lo tanto, el teorema 3 puede obtenerse invirtiendo cada uno de los pasosdel teorema 2. En la �gura 4.8 mostramos un ejemplo de este proceso. 2Aplicaremos el nuevo procedimiento descrito por el teorema al ejemplode la �gura 4.7. En este caso, el teorema se aplicar��a de la siguiente forma:1. Asignamos al PE 1 el nodo 1.2. Completamos el conjunto C(1) con los nodos 5, 17, 53, 52, 51, 16, 50,49 y 48 (en este orden).3. Asignamos al PE 2 el conjunto de nodos f3, 4, 15g.2. Completamos el conjunto C(2) con los nodos 47, 46, 45, 14, 44, 43 y42.3. Asignamos al PE 3 el conjunto de nodos f9, 10, 11, 12, 13g.2. Completamos el conjunto C(3) con lo nodos 41, 40, 39, 38 y 37.3. Asignamos al PE 4 el conjunto de nodos C(4)=f27, 28, 29, 30, 31, 32,33, 34, 35, 36g.4.3.2 Asignaci�on de la ra��z del �arbol a uno de los PEscentrales del arrayA continuaci�on pasamos a estudiar el caso del mapeado de �arboles r-ariossobre un array de V PEs, asignando la ra��z del �arbol al PE central (si V esimpar) o a uno de los dos PEs centrales (si V es par). Cada PE contendr�a un
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(c)Figura 4.8: (a) Mapeado en profundidad de un �arbol binario de 5 nivelessobre un array lineal de 5 PEs. (b) Obtenci�on del subgrafo 
3 formado porlos nodos asignados a los PEs del 3 al 5, seg�un el teorema 2. (c) Obtenci�ondel subgrafo 	3 formado por los nodos asignados a los PEs 1 y 2, seg�un elteorema 3.



4.3. Mapeado de �arboles r-arios en arrays 135m�aximo de dN=V e nodos. En este caso consideraremos �arboles de un n�umerode niveles n = 1 + bV=2c. Tambi�en pueden considerarse �arboles mayores,contray�endolos previamente sobre �arboles de n niveles y mapeando estos�ultimos. El procedimiento que vamos a utilizar es el siguiente:1. Si r es par, dividir simplemente el �arbol en dos sub�arboles y asignarcada sub�arbol a una mitad del array. Si el n�umero de PEs del arrayes impar, asignar la ra��z al PE central. Si el n�umero de PEs es par,asignar la ra��z a cualquiera de los PEs centrales.2. Si r es impar, dividir los nodos del �arbol en dos conjuntos de UbV=2c yN �UbV=2c nodos, que asignaremos a cada una de las dos mitades delarray (el PE central formar�a parte de la segunda mitad). Para obtenerel segundo conjunto, partir de la ra��z del �arbol y aplicar el teorema 3para seleccionar los N � UbV=2c nodos correspondientes. El primerconjunto contendr�a los nodos restantes. A continuaci�on, debemos sub-dividir cada uno de los dos conjuntos en varios subconjuntos cada unode los cuales ser�a asignado a un PE. En el primero de dichos subcon-juntos debemos incluir aquellos nodos que est�an conectados por arcosa nodos pertenecientes al otro conjunto. A partir de aqu��, aplicar elteorema 3 para completar la selecci�on de los nodos.En la �gura 4.9 mostramos tres ejemplos de aplicaci�on de este procedi-miento. As��, en la �gura 4.9.a mostramos el mapeado de un �arbol binariode 5 niveles sobre un array de 8 PEs. Dividimos el �arbol en 2 sub�arbolesde 4 niveles y asignamos cada sub�arbol a una mitad del array. La ra��z del�arbol se la asignamos al PE 4. Por otro lado, en la �gura 4.9.b mostramos elmapeado de un �arbol 3-ario de 3 niveles sobre un array de 4 PEs. Dividimosel �arbol en dos conjuntos de 8 y 5 nodos. El segundo conjunto se obtienepartiendo de la ra��z del �arbol y a~nadiendo sucesivamente los nodos 5, 17, 16y 15 (en este orden). El segundo conjunto contiene los nodos restantes. Apli-camos al primer conjunto el proceso de mapeado descrito en el teorema 3,asignando al primer subconjunto los nodos conectados por arcos al segundoconjunto (nodos 3 y 4) y completado con los nodos 14 y 13 (en este orden yseg�un el teorema 3). El segundo subconjunto contendr�a los nodos 9, 10, 11 y12. El mapeado del segundo conjunto se realiza de forma similar. El primersubconjunto del mismo debe contener los nodos conectados por arcos connodos del primer conjunto (nodo 1), mientras que el segundo subconjuntocontendr�a los nodos restantes (nodos 5, 17, 16 y 15). Por �ultimo, en la �gura4.9.c mostramos el mapeado de un �arbol 3-ario de 3 niveles sobre un arrayde 5 PEs.
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(a)

(b)

(c)Figura 4.9: Mapeado de �arboles r-arios sobre arrays lineales asignando lara��z del �arbol a uno de los PEs centrales del array. (a) El array consta de8 PEs. Puesto que r es par (r = 2), dividimos el �arbol en dos sub�arboles yasignamos cada sub�arbol a una mitad del array (4 PEs). (b) El array constade 4 PEs. En este caso r es impar (r = 3), por lo que dividimos el �arbol en2 conjuntos de 8 y 5 nodos, que asignamos a cada mitad del array (2 PEs).(c) El array consta de 5 PEs. Puesto que r es impar (r = 3), dividimos el�arbol en dos subconjuntos de 6 y 7 PEs, que asignaremos, respectivamente,a los subarrays de 2 y 3 PEs.



4.4. Mapeado de �arboles r{arios en Mallas 1374.4 Mapeado de �arboles r{arios en MallasEn esta secci�on describiremos un algoritmo heur��stico para mapear �arbolesr-arios completos sobre PEs con topolog��a malla. Este algoritmo se basa enla metodolog��a desarrollada en la secci�on anterior, para mapear �arboles r-arios sobre arrays lineales. Al igual que en la secci�on anterior, comenzaremosconsiderando el caso en que la ra��z del �arbol se asigna al PE de una esquinade la malla. M�as adelante consideraremos el caso en el que la ra��z del �arbolse asigna a uno de los PEs centrales de la malla.4.4.1 Asignaci�on de la ra��z del �arbol al PE de una es-quina de la mallaEn este caso consideraremos la distribuci�on de los nodos de un �arbol r-ariode n niveles (N = rn�1r�1 nodos) sobre una malla de W � V PEs, tal quen � V +W �1. El PE de la esquina superior izquierda de la malla tendr�a decoordenadas (1,1) y el de la esquina inferior derecha, (W;V ). La distribuci�onde los nodos del �arbol entre los PEs la haremos imponiendo las siguientescondiciones:1. La distribuci�on de los nodos del �arbol entre los PEs ser�a balanceada.A cada PE le asignaremos un m�aximo de U = dN=W � V e nodos.2. Las comunicaciones ser�an s�olo entre PEs vecinos. Los nodos que enel �arbol est�an unidos por arcos los asignaremos al mismo PE o a PEsvecinos.3. Las comunicaciones entre PEs ser�an siempre en el mismo sentido. Elnodo 1 del �arbol ser�a asignado al PE de coordenadas (1,1). Los hijosde cada nodo se asignar�an al PE que contiene dicho nodo o al PE conuna de las coordenadas igual y la otra inmediatamente superior a lasdel PE anterior.El algoritmo que vamos a proponer particiona la malla en �las, divide losnodos del �arbol en conjuntos asignados a las �las y, por �ultimo, distribuyeestos conjuntos de nodos entre los PEs de las �las. Para ello, utilizaremoslos resultados obtenidos en el caso del array lineal, en concreto, el mapeadoen profundidad (teorema 3). Este algoritmo comprende los siguientes pasos,Algoritmo 11



138 Cap��tulo 4. �Arboles completos1. Distribuir los nodos del �arbol en W conjuntos C(i2) (1 � i2 � W ), conun m�aximo de dN=W e nodos por conjunto. Aplicar el teorema 3 parahacer la distribuci�on. El conjunto C(i2) ser�a asignado a la �la de lamalla de coordenada vertical i2.2. Subdividir cada conjunto C(i2) en V subconjuntos c(i2; i1) (1 � i1 �V ), con un m�aximo de dN=W � V e nodos por subconjunto. El procedi-miento para realizar la subdivisi�on ser�a el siguiente:(a) Asignar al subconjunto c(i2; 1) aquellos nodos de C(i2) que est�anconectados por arcos a los conjuntos C(i2 + 1) y C(i2 � 1).(b) Si el nodo j se ha asignado al subconjunto c(i2; 1) y el padre de estenodo pertenece al conjunto C(i2), a~nadir este nodo al subconjunto.Repetir este paso si es necesario.(c) Completar el conjunto de acuerdo con el teorema 3: si j es el nodode ��ndice m�as alto del conjunto con hijos todav��a no asignados,a~nadir al conjunto el hijo de ��ndice m�as alto del nodo j. Repetireste paso hasta completar el conjunto.(d) Asignar al conjunto c(i2; i1) los nodos fj 2 C(i2) j bj=rc 2 c(i2; i1�1); j 62 c(i2; i1 � 1)g.(e) Repetir los pasos (c) y (d) hasta completar los nodos y los PEs.3. Asignar el subconjunto de nodos c(i2; i1) al PE de coordenadas (i2; i1).A continuaci�on, vamos a ver como se aplica este m�etodo sobre algunosejemplos.� El caso m�as sencillo es el mapeado de un �arbol binario de 3 nivelessobre una malla de tama~no 2 � 2. El mapeado puede realizarse talcomo muestra la �gura 4.10. En este caso, cada PE contiene 2 nodos,excepto el (2,1), que contiene uno. Con las condiciones impuestas almapeado, no es posible conseguir que el PE que contenga el �unico nodosea el (1,1).� A continuaci�on, consideraremos el mapeado de un �arbol binario de 7niveles sobre una malla de tama~no 4 � 4. A cada PE le correspon-der�a d127=16e = 8 nodos, excepto al (1,1) que le asignaremos 7. Co-menzamos dividiendo el �arbol en los cuatro conjuntos de nodos mos-trados en la �gura 4.11, cada uno de los cuales ser�a asignado a una delas �las de la malla. A continuaci�on, aplicamos el paso 2 del algoritmo
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Figura 4.10: Mapeado de un �arbol binario de 3 niveles sobre una malla detama~no 2� 2. (a) Particionamiento del �arbol. (b) Esquema del mapeado.para dividir cada conjunto en subconjuntos asociados a los PEs de la�la. A modo de ejemplo, en el conjunto asociado a la �la 2, C(2), estasubdivisi�on ser��a realizada del siguiente modo:(a) Asignamos a c(2; 1) los conjuntos de nodos f2, 48g y f6, 112, 113g.(b) A~nadimos en dos pasos los nodos 24 y 12.(c) Completamos con el nodo 13.(d) Asignamos a c(2; 2) el conjunto de nodos f49, 25, 26, 27g.(c) Completamos con los nodos 55, 111, 110 y 54.(d) Asignamos a c(2; 3) el conjunto de nodos f98, 99, 50, 51, 52, 53,108, 109g.(d) Asignamos a c(2; 4) el conjunto de nodos f100, 101, 102, 103, 104,105, 106, 107g.� El algoritmo puede aplicarse tambi�en a una malla cuya longitud o an-chura no sea una potencia de 2. As��, en la �gura 4.12 mostramos elmapeado de un �arbol binario de 7 niveles sobre una malla de tama~no3 � 5. Comenzamos dividiendo el �arbol en 5 conjuntos de 27 nodos(excepto el primero, que contiene 19). A continuaci�on dividimos cadaconjunto en 3 subconjuntos, que asignamos a cada uno de los PEs decada �la. A cada PE le corresponder�a un m�aximo de d127=15e = 9nodos.� Como ejemplo de aplicaci�on del algoritmo a un �arbol 3{ario, en la �gura4.13 mostramos el mapeado de un �arbol 3{ario de 5 niveles sobre unamalla de tama~no 3�3. A cada PE le hemos asignado 14 nodos, exceptoal de coordenadas (1,1) que le hemos asignado 9.
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Figura 4.11: Mapeado de un �arbol binario de 7 niveles sobre una malla detama~no 4� 4. (a) Particionamiento del �arbol. (b) Esquema del mapeado.
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Figura 4.12: Mapeado de un �arbol binario de 7 niveles sobre una malla detama~no 3� 5. (a) Particionamiento del �arbol. (b) Esquema del mapeado.
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Figura 4.13: Mapeado de un �arbol 3{ario de 5 niveles sobre una malla detama~no 3� 3. (a) Particionamiento del �arbol. (b) Esquema del mapeado.



4.4. Mapeado de �arboles r{arios en Mallas 1434.4.2 Asignaci�on de la ra��z del �arbol a uno de los PEscentrales de la mallaA continuaci�on, pasamos a considerar el caso del mapeado de �arboles r-ariossobre una malla de W � V PEs, asignando la ra��z del �arbol a uno de losPEs centrales. En este caso debe veri�carse n > bV=2c+ bW=2c para que losnodos del �arbol alcancen todos los PEs de la malla.El caso m�as sencillo a considerar es aquel en el cual V y W son pares y res potencia de 2. En este caso, podemos dividir la malla en cuatro cuadrantesy el �arbol en cuatro sub�arboles. A continuaci�on, mapeamos cada uno de loscuatro sub�arboles sobre cada uno de los cuadrantes, asignando la ra��z de cadasub�arbol a una de las esquinas de cada cuadrante. Por �ultimo, las ra��ces delos sub�arboles se conectan para generar el �arbol completo, cuidando que lascomunicaciones que se generan sean entre PEs vecinos.En otros casos podremos utilizar un algoritmo similar al descrito en lasecci�on anterior. El mapeado se realiza en dos fases: primero sobre las �las dela malla y, a continuaci�on, sobre los PEs de cada �la. Para ello, dividimos losnodos del �arbol en W conjuntos (que asignaremos a cada una de las W �lasde la malla) y, a continuaci�on, dividimos cada conjunto en V subconjuntos(que asignaremos a cada uno de los PEs de la �la). El algoritmo puededescribirse de la siguiente forma:Algoritmo 121. Dividir el �arbol en 2 partes de U �V bW=2c y N �U �V bW=2c nodos.Para obtener la segunda parte, partir de la ra��z del �arbol y aplicar elteorema 3 para seleccionar los nodos correspondientes: si j es el nodo de��ndice m�as alto ya asignado a esta parte, con hijos todav��a no asignados,a~nadir el hijo de ��ndice m�as alto del nodo j. La otra parte contendr�a losnodos restantes. A continuaci�on, subdividir la primera parte en bW=2cconjuntos y la segunda en b(W + 1)=2c. Incluir en el primer conjuntode cada parte, los nodos que est�en unidos por arcos a nodos de la partecontraria. Completar los conjuntos de acuerdo con el teorema 3. Cadauno de estos W conjuntos de nodos ser�a asignado a una de las W �lasde PEs.2. Siguiendo el mismo procedimiento que en el punto 1, dividir cada con-junto en 2 partes, la primera de U �bV=2c nodos y la segunda, con losnodos restantes. Dividir la primera parte en bV=2c subconjuntos y lasegunda parte en b(V + 1)=2c. Asignar cada uno de los subconjuntos auno de los V PEs de la �la.
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Figura 4.14: Mapeado de un �arbol 3{ario de 5 niveles sobre una malla detama~no 4 � 4 asignando la ra��z del �arbol a uno de los PEs centrales de lamalla. (a) Particionamiento del �arbol. (b) Esquema del mapeado.En la �gura 4.14 mostramos un ejemplo de aplicaci�on de este algoritmoal mapeado de un �arbol 3{ario de 5 niveles sobre una malla de tama~no 4� 4.Cada PE contiene un m�aximo de d121=16e = 8 nodos.4.5 Mapeado y plani�caci�on de �arboles r{ariosEn este apartado vamos a considerar �arboles orientados. Cada nodo del�arbol va a representar una tarea computacional. En general, suponemos quelos arcos de los �arboles se dirigen a la ra��z, marcando la dependencia y lascomunicaciones requeridas entre tareas. Cada tarea s�olo toma como entradaslas salidas de las tareas de sus hijos, y no puede comenzar su ejecuci�on hastaque todos sus hijos completen sus tareas, ver �gura 4.15. El problema inverso,el cual comienza desde la tarea representada por la ra��z, y avanza hacia los
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NivelFigura 4.15: �Arbol tarea binario. El arco e1 incide a V2 y V1, el primer nodo,V2 se llama nodo de salida del �arbol e1 y el nodo V1 se llama nodo de llegadadel arco. Consideramos que cada nodo representa una tarea y los arcos lasdependencias entre las tareas. V2 no puede comenzar hasta que V4 y V5 hayanterminado.
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Figura 4.16: �Arbol binario con cuatro niveles particionado sobre 4 PEs. Lascomunicaciones generadas por los arcos no son realizadas entre PEs vecinos.nodos hojas, puede ser f�acilmente obtenido del anterior invirtiendo cada unade las operaciones. Estudiaremos la partici�on, proyecci�on y plani�caci�on deun �arbol tarea r{ario completo.En el mapeado de �arboles sobre mallas y arrays, el objetivo es maximizarel tiempo en que cada PE est�a ocupado resolviendo la carga computacionaldel algoritmo en cada uno de los n pasos. En una aproximaci�on inicial,ver �gura 4.16, los nodos de cada nivel se dividen entre V PEs, asumiendoV = rv. En los primeros n � v pasos, no se necesita realizar comunicaci�onentre los PEs. En los �ultimos v pasos, los PEs deben de comunicar susresultados a otros PEs. Observar que el n�umero de PEs activos decrece porun factor r en cada paso. El proceso continua de esta manera, hasta que enel �ultimo paso, s�olo existe un �unico PE activo, y los dem�as est�an inactivos.Este patr�on de comunicaci�on no tiene buena e�ciencia. En los �ultimos pasosdel algoritmo las comunicaciones son entre PEs no vecinos.



146 Cap��tulo 4. �Arboles completosEn nuestro procedimiento de mapeado de �arboles r{arios que vamos aproponer s�olo permitiremos comunicaciones entre PEs vecinos. Dos nodosconectados por un arco en el �arbol ser�an asignados al mismo PE o a PEsvecinos. Esto implica que poniendo la ra��z en uno de los PEs del array o dela malla, la distancia de los nodos del �arbol que puede alcanzar es limitadapor el n�umero de niveles del �arbol.4.5.1 Mapeado y plani�caci�on de �arboles r-arios sobrearraysEn esta secci�on, presentaremos algoritmos para particionar, proyectar y pla-ni�car un �arbol computacional r{ario sobre un array [8]. En la primera partede esta secci�on asignaremos la ra��z del �arbol al PE de una esquina del arraymientras en la segunda parte la asignaremos al PE central.Asignaci�on de la ra��z del �arbol al PE de la esquina del arraySuponemos la distribuci�on de un �arbol r{ario de n niveles sobre un array conV PEs, siendo V � n.El mapeado de los nodos del �arbol sobre los PEs se realizar�a impuestaslas condiciones siguientes:1. La tarea de un nodo no puede ser ejecutada hasta que sus hijos nohayan �nalizado y sus resultados est�en en posesi�on del PE. La relaci�onde dependencia entre nodos debe ser respetada.2. S�olo se realizar�an comunicaciones entre PEs vecinos. Las tareas corres-pondientes a los hijos de un nodo se ejecutar�an en el PE donde est�a esenodo o en el PE con siguiente ��ndice m�as alto.3. Asumimos un mapeado est�atico. Cada nodo del �arbol ser�a asignado aun PE.Adem�as, intentaremos balancear la carga de cada PE tanto como seaposible.Los PEs del array son numerados de 1 a V , siendo PE 1 el que contiene lara��z del �arbol. Llamaremos ti el n�umero de nodos del �arbol que computa elPE i. Suponemos que las tareas asignadas a cada uno de los nodos se realiza



4.5. Mapeado y plani�caci�on de �arboles r{arios 147en un ciclo de reloj. De esta condici�on de mapeado, obtenemos que el PE icontiene nodos del nivel i o m�as altos.El ti m�aximo lo tendr�a el nodo ra��z, ya que ser�a el �ultimo en ejecutarse.El PE V contiene tV nodos del nivel m�as alto del �arbol y los computar�a entV ciclos del reloj. El PE V �1 incluir�a al menos un nodo del nivel V �1 quedeber�a de computarse en el ciclo tV +1, por lo que haremos que tV�1 = tV +1.De igual forma el PE V � 2 incluir�a al menos un nodo que debe computarseen el ciclo tV + 2, por lo que tV�2 = tV + 2 y as�� sucesivamente. Por otrolado, como el n�umero total de nodos del �arbol es N deber�a veri�carse,V�1Xi=0 (t1 � i) = N (4.1)El n�umero de nodos m��nimo que debe de contener el PE de la ra��z, se obtienepor la siguiente expresi�on,t1 = �2N � V (V � 1)2V � (4.2)esto nos va a garantizar que podamos incluir los nodos su�cientes en cadauno de los conjuntos asignados a los PEs. En la �gura 4.17.a se muestraun ejemplo. En esta �gura, cada una de las particiones del �arbol se va acomputar en un PE. Los n�umeros asignados a los nodos indican el ciclo deprocesamiento de cada nodo. El primer n�umero es el ciclo de procesamiento,suponiendo que las tareas empiezan a ejecutarse desde las hojas, mientrasque el n�umero entre par�entesis supone que las tareas empiezan a ejecutarsedesde la ra��z. Las distintas particiones del �arbol se computan en 5, 6, 7, 8 y9 ciclos.Al asignar los nodos a los PEs tenemos que tener en cuenta la siguienterestricci�on debida a la plani�caci�on: dentro de cada partici�on debemos incluirnodos de niveles consecutivos del �arbol. Si esto no se hace as��, se producir�a unerror en la partici�on. En la �gura 4.17.b mostramos un ejemplo, en dondeuno de los PEs contiene nodos de los niveles 2,4 y 5 (faltando nodos del nivel3). El procedimiento de particionamiento y plani�caci�on que proponemos esel siguiente:Algoritmo 131. Asignar al conjunto de nodos del PE 1 la ra��z y los nodos del nivelm�as alto posible tal que su padre ya est�e asignado, hasta completar t1



148 Cap��tulo 4. �Arboles completosnodos. Entre los nodos del mismo nivel empezamos por los de m�as a laderecha.2. Asignar al PE i los nodos no asignados que est�en conectados con nodospertenecientes al PE i� 1.3. Completar el PE i con los nodos del nivel m�as alto posible tal que supadre este asignado, hasta completar los ti nodos.4. Repetir los pasos 2 y 3 hasta completar los PEs.5. Asignar los ciclos de procesamiento dentro de cada PE empezando porlos niveles m�as altos y por los nodos de m�as a la derecha.En la �gura 4.18 podemos ver un ejemplo de este algoritmo para un�arbol 3-ario completo de 4 niveles sobre un array de 4 PEs. Los n�umerosrepresentan el ciclo de reloj en que se ejecuta cada nodo.Asignaci�on de la ra��z del �arbol a uno de los PEs centrales del arrayA continuaci�on pasamos a estudiar el caso del mapeado y plani�caci�on de�arboles r-arios sobre un array de V PEs, asignando la ra��z del �arbol al PEcentral (si V es impar) o a uno de los dos PEs centrales (si V es par). Eneste caso consideraremos �arboles de un n�umero de niveles n � 1+ bV=2c. Elprocedimiento que vamos a utilizar es el siguiente:Algoritmo 141. Dividir el �arbol en dos conjuntos usando el algoritmo 13. Estos con-juntos ser�an asignados respectivamente a cada una de las mitades delarray. Si el n�umero de PEs es par, hacer el n�umero de nodos de estosconjuntos Nl = �N2 � y Nr = �N2 � + 1 nodos con Nr + Nl = N . Si eln�umero de PEs es impar, Nl = V�12Xi=0 tV + i (4.3)Nr = N �Ni (4.4)siendo, t1 = �4N � (V � 1)24V � (4.5)
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NODOS ASIGNADOS ERRONEAMENTE(b)Figura 4.17: Particionamiento y plani�caci�on de un �arbol binario de 5 ni-veles sobre un array de 5 PEs. (a) El primer n�umero supone que las tareasempiezan a ejecutarse desde las hojas y el n�umero entre par�entesis que lastareas empiezan a ejecutarse desde la ra��z. (b) Error en el particionamiento:uno de los PEs contiene nodos de los niveles 2, 4, y 5 faltando nodos del nivel3.
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4 3 2 1Figura 4.18: Mapeado y plani�caci�on de un �arbol completo 3{ario de 4 niveles(40 nodos) sobre un array lineal de 4 PEs (Algoritmo 13). Los n�umerosindican el ciclo de procesamiento de cada nodo.2. A continuaci�on, debemos subdividir cada uno de los dos conjuntos envarios subconjuntos, cada uno de los cuales ser�a asignado a un PE. Enel primero de dichos subconjuntos debemos incluir aquellos nodos queest�an conectados por arcos a nodos pertenecientes al otro conjunto. Apartir de aqu��, aplicar el algoritmo 13 para completar la selecci�on delos nodos.En la �gura 4.19.a mostramos el mapeado un de �arbol binario de 5 nivelessobre un array de 8 PEs. Dividimos el �arbol en 2 sub�arboles de 4 niveles yasignamos cada sub�arbol a una mitad del array. La ra��z del �arbol se laasignamos al PE 4. En la �gura 4.19.b mostramos el mapeado de un �arbol3-ario de 3 niveles sobre un array de 5 PEs. En este ejemplo, Nl = 5 y Nr = 84.5.2 Mapeado y plani�caci�on de �arboles r{arios enmallasEn esta secci�on describiremos un algoritmo para mapear y plani�car �arbolesr{arios completos sobre computadores de topolog��a malla [8]. Este algoritmose basa en la metodolog��a desarrollada en la secci�on anterior para mapear yplani�car dichos �arboles sobre arrays lineales.En este caso, consideraremos la distribuci�on de los nodos de un �arbolr-ario de n niveles (N = rn�1r�1 nodos), sobre una malla de W � V PEs tal
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152 Cap��tulo 4. �Arboles completosque n � W=2 + V=2 = 1. El PE de la esquina superior izquierda de lamalla ser�a el PE 1 y el de la esquina inferior izquierda, el W � V . El PE Pi,excepto los PEs de los bordes, puede cambiar informaci�on con sus vecinosm�as inmediatos: Pi�1, Pi+1, Pi+V y Pi�V .Vamos a considerar la malla dividida en 4 cuadrantes y estos a su vezdivididos en �las. El algoritmo que vamos a proponer particiona, en primerlugar, el �arbol en 4 conjuntos que divide entre los cuadrantes, particiona estosconjuntos en subconjuntos que divide entre las �las y, por �ultimo, distribuyeestos subconjuntos de nodos entre los PEs de las �las. Los procedimientospor los cuales se hacen todas estas subdivisiones de nodos son similares a losdescritos en los algoritmos 13 y 14. El algoritmo resultante puede escribirsede la siguiente forma,Algoritmo 151. Particionar el �arbol en 4 conjuntos utilizando el algoritmo 13. Estosconjuntos ser�an asignados a cada uno de los 4 cuadrantes.2. Subdividir cada conjunto en W=2 subconjuntos utilizando el algoritmo13. En el primer subconjunto de cada conjunto deber�an incluirse los no-dos que est�an comunicados por arcos, a nodos del otro conjunto. Cadauno de los subconjuntos ser�a asignado a una de las �las del cuadrante.3. Subdividir cada uno de los subconjuntos en V=2 grupos utilizando el al-goritmo 13. En el primer grupo de cada subconjunto deber�an incluirselos nodos que est�an comunicados por arcos, a nodos del otro subcon-junto. Cada uno de los grupos ser�an asignados a uno de los PEs delcuadrante.El conjunto de particiones en que se ha divido el �arbol fT1; T2; � � � ; TV�Wgse enumera de izquierda a derecha. Asignamos al PE i, con representaci�on��ndice{d��gito [iW�V ; :::; i1], la partici�on Tj con representaci�on ��ndice{d��gito[jW�V ; :::; j1] tal quejW�V = iVjW�V�1 = iW�Vjk = iV � ik; k = 1; :::; V � 1:jk = iW�V � ik+1; k = V; :::;W � V � 2: (4.6)A continuaci�on, vamos a ver como se aplica este m�etodo sobre algunosejemplos.
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Figura 4.20: Particionamiento y mapeado de un �arbol binario completo de 3niveles sobre una malla de 2� 2.� El caso m�as sencillo es el mapeado de un �arbol binario de 3 nivelessobre una malla de tama~no 2 � 2. El mapeado puede realizarse talcomo muestra la �gura 4.20.� A continuaci�on, consideraremos el mapeado de un �arbol binario de 9niveles sobre una malla de tama~no 8 � 8. Comenzamos dividiendo el�arbol en cuatro conjuntos, cada uno de los cuales ser�a asignado a unode los cuadrantes de la malla. A continuaci�on, aplicaremos los pasos2 y 3 del algoritmo para dividir cada conjunto en subconjuntos y cadasubconjunto en grupos asociados a los PEs. Este ejemplo se muestraen la �gura 4.21.� Como ejemplo de aplicaci�on del algoritmo a un �arbol 3{ario, en la �gura4.22 mostramos el mapeado de un �arbol 3{ario de 4 niveles sobre unamalla de tama~no 2� 4.4.6 Evaluaci�on del esquema propuesto orien-tado a la implementaci�on VLSI4.6.1 Criterios de evaluaci�onPara la evaluaci�on de la efectividad de un esquema de proyecci�on en el ma-peado de �arboles orientado a la implementaci�on VLSI, seguiremos los tressiguientes criterios [118]:� �Area e�ciente del chip. Este par�ametro se de�ne como el porcentajedel �area activa del chip utilizada para la computaci�on, en relaci�on al
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4.6. Evaluaci�on del esquema propuesto orientado a la implementaci�on VLSI 155�area total del chip. Cuando el PE es relativamente grande, casi todoel �area del chip est�a dedicada a la implementaci�on de PEs. El �areae�ciente es entonces el porcentaje de PEs utilizados como nodos del�arbol en relaci�on al total de PEs del chip. Ya que el coste de uncircuito VLSI est�a muy in
uido por el �area del chip, este factor eval�ua�elmente el coste del esquema de proyecci�on.� Retardo de propagaci�on (Propagation delay). De�nido como eltiempo m�aximo de propagaci�on de datos entre la ra��z y los nodos hojas.Este factor determina el tiempo de latencia de los datos.� M�axima longitud de arco (Maximum edge length). De�nido comola m�axima longitud de arco entre un par de nodos conectados directa-mente en el �arbol. Es importante por dos razones. Si el array de PEsopera s��ncronamente con un reloj com�un, entonces la m�axima frecuen-cia del reloj est�a limitada por el retardo de propagaci�on de este arco.Este factor limita la velocidad del dise~no. En segundo lugar, la densi-dad de comunicaci�on entre nodos de dos niveles adyacentes del �arbolse suele doblar a medida que ascendemos en el �arbol, desde las hojas alnodo ra��z. Por tanto, el ancho de banda de los arcos de los niveles m�aspr�oximos a la ra��z suele ser m�as elevado para una operaci�on e�cientedel sistema, para lo cual es importante que la longitud de estos arcossea corta.
4.6.2 �Area e�cienteComo hemos mencionado en el apartado anterior, el �area e�ciente de unesquema de proyecci�on, tradicionalmente, se suele estimar por la relaci�ondel n�umero de PEs utilizados, al n�umero total de PEs, en el chip cuandola topolog��a del �arbol es proyectada. Como se puede ver en las �guras 4.6-4.22 ning�un nodo se deja sin utilizar en nuestro dise~no. El �area e�cienteen nuestro esquema es entonces del 100%. Por tanto, nuestro esquema deproyecci�on es �optimo en cuanto a la utilizaci�on de los PEs. Notar que el �areade interconexi�on entre m�odulos no se re
eja en el c�alculo del �area e�ciente,ya que hemos considerado que es peque~na en comparaci�on con el �area de losPEs.



156 Cap��tulo 4. �Arboles completos4.6.3 Retardo de propagaci�onEl retardo de propagaci�on en un �arbol se puede estimar por la distanciam�axima entre la ra��z y los nodos hojas, como en el modelo presentado en[118]. Se puede expresar en t�erminos de la dimensi�on de un PE, es decir, quese considera un PE cuadrado cuyo lado tiene una distancia unidad. Todaslas medidas se hacen usando esta escala. Suponemos que todos los caminosson horizontales o verticales, pero no diagonales, es decir, interconexiones detipo Manhattan. La distancia entre dos PEs conectados se de�ne comodPE1;PE2 = ji1 � i2j+ jj1 � j2j (4.7)donde (i1; j1) son las coordenadas �la, columna del primer PE y (i2; j2) sonlas respectivas coordenadas del segundo PE. La m�axima distancia ra��z{hojase obtiene a partir del m�aximo de las distancias de todos los caminos desdeel nodo ra��z a los nodos hojas.El l��mite inferior para el retardo de propagaci�on que puede obtenersepara el mapeado de un �arbol r{ario, sobre un array y una malla de PEs coninterconexiones de tipo Manhattan lo da los siguientes lemas.Lema 16 El l��mite inferior del retardo de propagaci�on de la proyecci�on deun �arbol de n niveles sobre un array de V PEs, siendo n = 1 + bV=2c, esbV=2c.Demostraci�on El valor m��nimo del retardo de propagaci�on puede obtenerses�olo cuando se cumplen dos condiciones. En primer lugar, el nodo ra��z debeconsiderarse en uno de los PEs del centro, si el n�umero de PEs del array espar, o en el PE central, si el n�umero de PEs del array es impar. Y en segundolugar, si en los PEs de la esquina hay sub�arboles completos, es decir, o biennodos hojas o bien nodos internos pero con todos sus descendientes (ver �gura4.23.a). Si la primera de estas condiciones no se cumple, la distancia del PEque contiene la ra��z a uno de los PEs del extremo ser��a mayor que bV=2c,mientras que si la segunda no se cumple pasar�a dos veces por el mismo PEy de nuevo la distancia ser��a mayor que bV=2c. 2En cuanto a la proyecci�on de un �arbol en una malla, el siguiente lema nosdar�a el retardo de propagaci�on �optimo.Lema 17 El l��mite inferior del retardo de propagaci�on, de la proyecci�on deun �arbol de n niveles sobre un malla de W � V PEs, siendo n � V +W � 1es V2 + W2 .



4.6. Evaluaci�on del esquema propuesto orientado a la implementaci�on VLSI 157
hoja

hoja

raíz V

V/2 . .
 .

. .
 .

W

V

hoja . . .

. .
 .

. .
 .

raíz

(1,1)

(W/2+1, U/2+1)

(a) (b)Figura 4.23: Proyecci�on de un �arbol de n niveles con �optima propagaci�on.(a) En un array. (b) En una malla.Demostraci�on De nuevo, el valor m��nimo del retardo de propagaci�ons�olo puede obtenerse cuando el nodo ra��z se localiza en uno de los PEs delcentro, y cuando el PE de la esquina m�as alejada contiene sub�arboles com-pletos, ver �gura 4.23.b. Las razones son las mismas que en el lema anterior.La distancia entre el PE central (W=2+1; U=2+1) y el PE m�as alejado (1; 1)es V2 + W2 . 2El retardo de propagaci�on de nuestros dise~nos sobre arrays y mallas es elmismo que el l��mite inferior. Notar que hemos derivado este valor en funci�onde argumentos puramente geom�etricos. No est�a claro que este l��mite inferiorpueda obtenerse en la pr�actica.4.6.4 M�axima longitud de arcoEn nuestro caso, la m�axima longitud de arco se obtiene de la condici�on inicialen la cual se impon��an comunicaciones s�olo entre PEs vecinos. Por consi-guiente, en nuestro caso toma el valor �optimo.4.6.5 Comparaci�on con otros esquemasLa efectividad de un esquema layout puede evaluarse efectivamente por lostres criterios (�area e�ciente, retardo de propagaci�on y m�axima longitud dearco) como vimos en la secci�on anterior. En esta secci�on, comparamos nuestro



158 Cap��tulo 4. �Arboles completosm�etodo con otras dos aproximaciones, el esquema cl�asico de �arbol en H [57]y el modelo de Youn y Singh [118].Esquema �arbol en HEl esquema �arbol enH proyecta los �arboles con un patr�onH. Una proyecci�onde un �arbol de n = 5 sobre una malla de 7� 7 usando este esquema se puedever en la �gura 4.1. Observar que un n�umero signi�cativo de PEs se usans�olo como elementos de conexi�on para llevar las se~nales a los nodos. Sisuponemos AH(n) el n�umero de PEs necesarios para proyectar un �arbol de nniveles, PDH(n) el retardo de propagaci�on y MELH(n) la m�axima longitudde arco. Entonces de [118] obtenemos:AH(n) = 8<: (2(n+2)=2 � 1)� (2(n+2)=2 � 1) si n es impar(2(n+2)=2 � 1)� (2n=2 � 1) si n es parPDH(n) = 8<: 2(n+1)=2 � 2 si n es impar3� 2(n�2)=2 si n es parMELH(n) = 8<: 1 si n < 42bn=2c�1 si n � 4
(4.8)

El �area e�ciente para el esquema �arbol en H es (2n�1)=AH(n). La �gura4.24 muestra que el �area e�ciente converge a 50% cuando los niveles del �arbolde proyecci�on aumentan. Las �guras 4.25 y 4.26 muestran los cambios en elPD y en el MEL para �arboles de niveles 4{10.Esquema de Youn{SinghYoun y Singh [118] han propuesto una proyecci�on jer�arquica del �arbol. Elesquema usa una estrategia jer�arquica, de forma que los �arboles mayores de4 niveles (n > 4) se proyectan por la conexi�on de un apropiado n�umero ytipo de m�odulos b�asicos. Cada m�odulo b�asico es una malla cuadrada de 4�4PEs que contiene �arboles de n = 4. En la �gura 4.27 mostramos cuatro tiposde estos m�odulos b�asicos. Si de�nimos AY (n), PDY (n) y MELY (n) comohicimos con el esquema �arbol en H, obtenemos,
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(4.9)

Como podemos ver, nuestro esquema mejora estos resultados al suponerque cada PE puede computar varios nodos del �arbol.



Cap��tulo 5Algoritmos jer�arquicos para elproblema de los N cuerpos
5.1 Introducci�onEl punto de comienzo de la ciencia computacional para acercarse a un fen�ome-no f��sico es un modelo matem�atico con ecuaciones representadas en �algebradiscreta. Las ecuaciones del �algebra discreta proporcionan el programa desimulaci�on que permite el estudio del fen�omeno f��sico, v��a un experimentocomputacional.Aunque la cantidad de datos que pueden ser manejados por los com-putadores hoy en d��a es muy grande tiene, no obstante, que ser �nita. Elmayor esfuerzo del cient���co computacional es conseguir un buen modelode simulaci�on del sistema f��sico, dentro de las restricciones del computador.Los m�etodos de discretizaci�on usados para obtener modelos de simulaci�onincluyen: m�etodos de diferencias �nitas, m�etodos de elementos �nitos, y losm�etodos de los N cuerpos.El t�ermino gen�erico modelo de los N cuerpos se re�ere a aquellos modelosde simulaci�on, en los cuales la representaci�on discreta del fen�omeno f��sicoimplica interacci�on entre cuerpos. En muchas aplicaciones los cuerpos puedenidenti�carse con objetos f��sicos. Cada cuerpo tiene un conjunto de atributos,tales como masa, carga, posici�on, momento, etc... El estado del sistema f��sicose de�ne por los atributos de un conjunto �nito de cuerpos. Un hecho quehace especialmente atractivo computacionalmente el modelo de los N cuerposes que el n�umero de atributos de los cuerpos es constante y no necesitaactualizarse mientras dura la simulaci�on computacional.161



162 Cap��tulo 5. Algoritmos jer�arquicos para el problema de los N cuerposLos fen�omenos f��sicos que pueden simularse adecuadamente mediante elmodelo de los N cuerpos son los descritos por la teor��a cl�asica. Un siste-ma cl�asico se describe en t�erminos de las posiciones, velocidades, y leyes defuerza entre los cuerpos que componen el sistema. Desafortunadamente, elgran n�umero de cuerpos de algunos sistemas hace que tales descripcionesdetalladas sean in�utiles, para entender el sistema y para modelarlo computa-cionalmente. Por ejemplo, si estamos investigando el 
ujo de agua a trav�es deuna boquilla, la informaci�on detallada de la posici�on y velocidad de cada �ato-mo carece totalmente de inter�es. Efectivamente, si intentamos realizar talesc�alculos en el m�as potente de los computadores existentes, s�olo obtendr��amoslas vibraciones y rotaciones de las mol�eculas en un elemento microsc�opico delagua.El secreto del �exito en los experimentos computacionales es idear un mo-delo su�cientemente detallado, para reproducir �elmente los efectos f��sicosde importancia y no tan detallado, para hacer los c�alculos impracticables.La mejor elecci�on del modelo depende de la escala temporal y espacial f��sicapertinente. En el caso del agua 
uyendo por una boquilla, un modelo queda las velocidades de grupos podr��a ser bastante adecuado, por ejemplo, unmodelo de v�ortices. En el otro extremo, en los experimentos de din�amicamolecular realizados para el estudio de los l��quidos, las escalas espaciales ytemporales cortas son importantes en los movimientos de las mol�eculas.Todos los modelos matem�aticos en los cuales se aplica el m�etodo de simu-laci�on de los N cuerpos pueden formularse, mediante un conjunto de cuerposinteractuando a trav�es de un campo. Estos cuerpos pueden representar es-trellas, galaxias, �atomos, mol�eculas o v�ortices de 
uidos, bajo la in
uencia delas fuerzas ejercidas por el resto del sistema. Los cuerpos tienen un n�umerode atributos que se conservan (masa, carga, ...) y un n�umero de atributosvariables (posici�on, velocidad, ...). Los atributos variables evolucionan acor-de a las ecuaciones del campo. En los casos pr�acticos, estas simulacionesprecisan de grandes valores de N [41].El m�etodo de simulaci�on de N cuerpos que computa cada fuerza entrecada par de cuerpos se conoce como m�etodo directo. La complejidad deeste m�etodo es proporcional a N2, donde N es el n�umero de cuerpos. Sinembargo, existen otros m�etodos con una complejidad menor. Hockney yEastwood han revisado en [56] los m�etodos de simulaci�on de N cuerpos, y suaplicaci�on a la f��sica del plasma, electr�onica de semiconductores, astrof��sica,din�amica molecular, termodin�amica y a la f��sica de super�cies. En estamonograf��a se han clasi�cado los m�etodos para resolver los problemas deN cuerpos en tres clases: Part��cula-Part��cula (PP), Part��cula-Malla (PM) y



5.1. Introducci�on 163Part��cula-Part��cula{Part��cula-Malla (P3M).Los m�etodos PM [56] se han usado extensivamente, y especialmente, enla f��sica de plasma. Desafortunadamente, la malla proporciona una resolu-ci�on limitada, y en una fuente altamente no uniforme, causa una degradaci�onsigni�cativa del rendimiento. Para mejorar la precisi�on del c�alculo en PM,las interacciones de corto rango pueden computarse directamente [54], mien-tras las interacciones de largo alcance se obtienen de la malla, dando lugaral llamado P3M. Cuando la precisi�on requerida es relativamente baja, y lascuerpos se distribuyen m�as o menos uniformemente en una regi�on rectan-gular, los m�etodos P3M tienen un rendimiento satifactorio. Sin embargo,cuando la precisi�on exigida es alta, el tiempo de CPU necesario en talesalgoritmos es excesivo. Desde que se public�o la monograf��a de Hockney yEastwood, aparecieron nuevos m�etodos de simulaci�on de cuerpos alternati-vos a PP, PM y P3M. Estos m�etodos son llamados \m�etodos jer�arquicos" o\m�etodos �arbol" por la estructura de datos que usan. Entre los algoritmosjer�arquicos podemos citar el m�etodo de Appel [12], y el de Barnes y Hut(BH) [16] con una complejidad proporcional a N logN , y el Fast MultipoleMethod (FMM) [49], con una complejidad tan reducida como proporcional aN . Uno de los algoritmos m�as utilizados es el BH (complejidad, N logN).Puesto que este algoritmo es irregular, en su implementaci�on paralela debeponerse especial atenci�on a la partici�on del espacio f��sico y a la distribu-ci�on de los cuerpos entre los PEs. Una de las primeras implementacionesde este algoritmo sobre un multicomputador, de tipo pase de mensaje, fuedesarrollada por Warren y Salmon [114] para la simulaci�on de una galaxia.Utilizaron la t�ecnica de la bisecci�on ortogonal recursiva (ORB) para la parti-ci�on del espacio f��sico. Una implementaci�on posterior de los mismos autores[115] fue realizada mediante el mapeado del espacio f��sico sobre una l��nea,llamada curva que llena el espacio (space-�lling curve), utilizando el orden deMorton (�gura 5.1.a), y particionando la l��nea en segmentos de Np = N=Pcuerpos (P es el n�umero de PEs). En la �gura 5.1 se muestra algunos de losorndenamientos utilizados. El mapeado se almacena en la memoria de losPEs mediante una tabla. Una fuente de ine�ciencia, que ya se~nalan Warreny Salmon en la descomposici�on del orden de Morton, es que los PEs puedenabarcar espacio discontinuo. La soluci�on que proponen es el ordenamientoPeano-Hilbert para la descomposici�on del dominio, que no tiene discontinui-dades espaciales (�gura 5.1.b). En la tesis de J. P. Singh [98, 100] se proponeuna nueva t�ecnica de particionamiento llamada zonas de costo (costzones), lacual utiliza el ordenamiento Peano-Hilbert. Usando esta t�ecnica implementalos algoritmos BH y FMM. Una implementaci�on del m�etodo jer�arquico para



164 Cap��tulo 5. Algoritmos jer�arquicos para el problema de los N cuerposel problema de los N cuerpos, con un modelo de programaci�on de paralelismode datos, lo podemos encontrar en [59, 58]. En [69] se describe la implemen-taci�on de un entorno de trabajo, para simulaciones en diferentes dominios delos N cuerpos.En este cap��tulo presentamos la paralelizaci�on del algoritmo BH sobre unmulticomputador con topolog��a malla y memoria distribuida. Para este �nutilizamos una combinaci�on de dos t�ecnicas: llenado del espacio medianteuna curva y la proyecci�on vector para de�nir la distribuci�on de los datos enel computador [4].5.2 M�etodos jer�arquicosLos algoritmos jer�arquicos de los N cuerpos, se basan en que un punto enel espacio f��sico requiere menos informaci�on de aquellas partes del espacioque est�en m�as alejadas. En 1687, Isaac Newton ya formul�o la simpli�caci�onque utilizan los algoritmos jer�arquicos de los N cuerpos: si la magnitud dela interacci�on entre cuerpos disminuye r�apidamente con la distancia, enton-ces el efecto de un grupo de cuerpos su�cientemente alejados del punto queest�a siendo evaluado, puede aproximarse por un �unico cuerpo equivalente (�-gura 5.2). En el ejemplo de una galaxia, la fuerza gravitacional de atracci�onentre cuerpos disminuye con el cuadrado de la distancia. La idea b�asica semuestra con el siguiente ejemplo. Si se quiere calcular la fuerza de la Tierrasobre una manzana, no es necesario calcular el efecto de cada �atomo de laTierra sobre los �atomos de la manzana. Un buena aproximaci�on, es conside-rar la Tierra y la manzana cada uno como un punto de masa localizado en sucentro de masa, y analizar el sistema a trav�es de estos dos puntos solamente.La ley fundamental, que gobierna la din�amica de los sistemas astrof��sicos,la constituyen las leyes newtonianas:d2~xidt2 = NXj 6=i ~fijmi = NXj 6=i �Gmj ~dijjd3ijj ; ~dij � ~xi � ~xj; (5.1)donde xi y mi son, repectivamente, la posici�on y la masa del cuerpo i y ~fijes la fuerza que el cuerpo i ejerce sobre el cuerpo j. Las condiciones inicialesson las posiciones y las velocidades iniciales de los N cuerpos. Las inc�ognitasson las nuevas posiciones de los N cuerpos.Los m�etodos jer�arquicos aproximados utilizan una estructura de tipo
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Figura 5.1: Mapeado del espacio f��sico por el m�etodo de la curva que llenael espacio. (a) Ordenamiento Morton. (b) Ordenamiento Peano-Hilbert.(c) Ordenamiento por �las. (d) Ordenamiento serpiente. (e) OrdenamientoCantor{diagonal. (f) Ordenamiento espiral.
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Figura 5.2: Aproximaci�on de un grupo de cuerpos por un �unico cuerpo equi-valente.�arbol (treecodes). La aproximaci�on fundamental empleada por este m�eto-do puede representarse como:NXj 6=i Gmj ~dijjd3ijj � GM~di;CMjd3i;CM j + :::; (5.2)
donde ~di;CM = ~xi � ~xCM es la posici�on del cuerpo i relativa al centro de ma-sa de los cuerpos que aparecen en el t�ermino izquierdo del sumatorio, y lospuntos suspensivos indican los t�erminos cuadripolar, octapolar, y t�erminossuperiores de la expansi�on. Generalmente, se usa la aproximaci�on cuadripo-lar, la cual requiere un segundo t�ermino en el lado derecho de la ecuaci�on(5.2).Todos los m�etodos jer�arquicos, primero construyen una estructura �arbol,representaci�on jer�arquica del espacio f��sico, y entonces computan las interac-ciones atravesando este �arbol. El primero de estos m�etodos fue propuesto porAppel [12]. Sin embargo, este m�etodo no es su�cientemente estructurado, locual hace dif��cil su programaci�on y an�alisis de precisi�on. Los m�etodos BH yFMM est�an mucho mejor estructurados y son m�as prometedores. Vamos adescribir estos tres m�etodos brevemente.



5.2. M�etodos jer�arquicos 1675.2.1 El m�etodo de AppelEn 1985 Appel [12] introdujo la estructura de datos jer�arquica en la simu-laci�on astrof��sica de N cuerpos. En terminolog��a de Appel, los cuerpos seincluyen en celdas englobadas a su vez en otras celdas, como se muestra enla �gura 5.3.a. Obs�ervese que las celdas representan regiones irregulares delespacio. La estructura de datos resultante es un �arbol binario. La �gura5.3.b muestra el �arbol binario equivalente a la jerarqu��a de celdas de la �gura5.3.a. Appel construye su �arbol por los siguientes pasos:1. Construir el �arbol r{ario donde r es la dimensi�on del espacio [91], conla propiedad de que los dos hijos de un nodo dado, contengan cuerposque en el espacio est�en situados a ambos lados de un eje. En otraspalabras, el hijo de la izquierda contiene todos los cuerpos a un ladodel eje, y el hijo de la derecha contiene todos los cuerpos al otro lado.Las coordenadas, por ejemplo, x, y �o z se alternan en los sucesivosniveles del �arbol.2. Reorganizar el �arbol, de forma que subceldas cercanas sean hijas dela misma celda (ver �gura 5.4), conservando las posiciones, las velo-cidades, aceleraciones, y todas las dem�as propiedades importantes delos datos de la celda. El procedimiento puede describirse como sigue:cuando dos cuerpos se encuentran m�as cerca entre ellos que a su nodopadre, se produce un reordenamiento del �arbol sin respetar la estruc-tura global del �arbol. La consideraci�on de celdas bien separadas, seajustan por un par�ametro �, de forma que se utiliza la aproximaci�ondel centro de masa, si el di�ametro de la mayor de las celdas excede �veces la separaci�on entre ellas.5.2.2 El m�etodo de Barnes HutEl algoritmo BH realiza una divisi�on jer�arquica del espacio en celdas regula-res. En el caso bidimensional cada celda se divide en cuatro, gener�andose unaestructura de �arbol 4{ario (quadtree), mientras que en el caso tridimensionalla divisi�on se realiza en ocho celdas c�ubicas obteni�endose un �arbol 8{ario(octree). La ra��z del �arbol representa una celda del espacio lo su�cientementegrande para contener todos los cuerpos del sistema. Cada una de las 4 u 8celdas en las que se divide el espacio se asigna a uno de los nodos del nivel1 y, a su vez, cada celda es dividida en 4 u 8 subceldas que se asignan a los
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H I(a) (b)Figura 5.3: (a) Un ejemplo de la jerarqu��a de celdas de Appel. (b) Un �arbolbinario equivalente al conjunto de celdas de (a).

Figura 5.4: Reordenamiento de las celdas por el procedimiento de Appel.hijos del correspondiente nodo del nivel 1, y as�� sucesivamente. El procesotermina cuando se alcanzan subceldas que contienen uno o ning�un cuerpo.En la �gura 5.5 mostramos un ejemplo bidimensional.El algoritmo BH computa la masa y el centro de masa de cada celdainterna en el �arbol. De esta forma cada celda interna puede tratarse comoun cuerpo con una masa y una posici�on. La con�guraci�on de los cuerpospuede darse con m�as precisi�on calculando adem�as del centro de masa, elmomento cuadripolar, el octopolar, etc.En este esquema, la fuerza total que act�ua sobre un cuerpo se obtienecomputando la fuerza que ejerce la red de celdas sobre el cuerpo. Si el centro
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Figura 5.5: Una distribuci�on de cuerpos en dos dimensiones y el correspon-diente quadtree.



170 Cap��tulo 5. Algoritmos jer�arquicos para el problema de los N cuerposde masa de una celda est�a lo su�cientemente lejos del cuerpo, el sub�arbolentero que tiene como ra��z esa celda, es aproximado por un �unico cuerpo.En este caso se calcula la fuerza que ejerce el centro de masa de la celdasobre el cuerpo. Si en contra, el centro de masa de una celda no est�a lobastante lejos del cuerpo se realizar�an estos mismos pasos con cada una delas subceldas hijas de esta celda. Este test es llamado \Criterio de acep-tabilidad multipolar" (Multipole Acceptability Criterion, MAC). El test estabasado en consideraciones geom�etricas sobre el tama~no de la celda, la posi-ci�on del cuerpo, y quiz�as, el contenido de la celda. Un buen MAC es esencialpara estructuras jer�arquicas, pues, in
uye en la velocidad, precisi�on e im-plementaci�on paralela. El MAC debe cumplir un equilibrio entre velocidady precisi�on. A continuaci�on vamos explicar tres simples MACs que puedenaplicarse a casi todos los algoritmos jer�arquicos.El MAC de Barnes y HutEn su formulaci�on original, Barnes y Hut [16], introdujeron un MAC pa-rametrizado. Una celda se considera bien separada si cumple la siguientecondici�on: ld < � (5.3)donde l es la longitud del lado de la celda considerada, d es la distanciadel cuerpo al centro de masa de la celda, y � es un par�ametro de�nido porel usuario que se utiliza como control de precisi�on del c�alculo de la fuerza,ver �gura 5.6. Obviamente, el valor de � es crucial. Un valor muy bajoimplica que un cuerpo tiene que estar muy distante de una celda, antes deque la aproximaci�on multipolar es aceptada. El �arbol es atravesado hastalos niveles m�as profundos, y se calculan un gran n�umero de interacciones.Cuando � ! 0, un cuerpo computar��a todas las interacciones con el restode los cuerpos del sistema, y en este caso la complejidad del c�alculo de lafuerza es proporcional a N2. Un valor grande de � implica mayor con�anzaen las aproximaciones multipolares, y muy pocas interacciones. El n�umerode interacciones escala aproximadamente con ��3 [88], con lo que es claro queel rendimiento del algoritmo es muy sensible a �. En los trabajos astrof��sicosse utiliza un rango muy peque~no de valores, 0:7 � � � 1:0, y la aproximaci�onmultipolar termina usualmente con el t�ermino cuadripolar.
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Figura 5.6: Test geom�etrico del criterio MAC de Barnes y Hut. La aproxi-maci�on multipolo es aceptable si y s�olo si ld < �.El MAC de distancia m��nimaEl MAC del algoritmo BH de la �gura 5.7 est�a basado en el concepto m�asvago (pero ciertamente correcto) de que la precisi�on de una aproximaci�onmultipolar en la posici�on X, est�a determinado por la relaci�on del tama~no dela celda, a la distancia de X a la celda. En [89] se demuestra que este criteriopuede introducir grandes errores cuando un cuerpo se encuentra cerca delborde de la celda, pero lejos de su centro de masa. Esto sugiere un MACalternativo el cual sustituye la distancia usada por el MAC de BH por ladistancia m��nima de un cuerpo a una celda. Nos referimos a esto como MACde distancia m��nima.Un aspecto muy �util del MAC de distancia m��nima es el hecho de que escompletamente independiente del contenido de la celda. Es posible evaluarel MAC de distancia m��nima sin conocer nada sobre la otra celda, salvo sutama~no y su posici�on. En contra, los otros MACs s�olo pueden evaluarsecuando el centro de masa ha sido determinado, lo que requiere que todas lasposiciones de los cuerpos de la celda sean conocidas. La posibilidad de evaluarel MAC, antes que el contenido de las celdas, hace atractivo su uso paraalgunas implementaciones sobre computadores de memoria distribuida [88,114], donde se desea evaluar el MAC para celdas que residen en la memoriade otro PE.
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Figura 5.7: Test geom�etrico del criterio MAC de distancia m��nima. La apro-ximaci�on multipolar es aceptable si y s�olo si ld < �.El MAC de distancia m�axima al origen monopolarEste MAC [89] est�a motivado por el hecho de que el error m�as grande posiblepara la distribuci�on en una celda, es proporcional a la magnitud del t�erminomonopolar y se incrementa monot�onicamente en funci�on de bmax=d, dondebmax es la distancia m�axima al origen monopolar, ~r0, usualmente el centro demasa de la celda, a alg�un punto de la celda,bmax = maxx2v j~x� ~r0j : (5.4)Dado que el error es una funci�on incremental de bmax=d, es natural quebmax=d aparezca en el MAC. El criterio permite la aproximaci�on multipo-lar si bmax=d < �, ver �gura 5.8.El problema de los N cuerpos gravitacionalLa simulaci�on consiste en la evoluci�on temporal del sistema. En el instanteinicial se debe especi�car el estado inicial del sistema en alguna regi�on �nitadel espacio (la caja computacional). En cada una de las siguientes iteraciones,se realizan los c�alculos de las nuevas posiciones y velocidades de los cuerpos.
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Figura 5.8: Test geom�etrico del criterio MAC de distancia m�axima de origenmonopolar. La aproximaci�on multipolar es aceptable si y s�olo si bmaxd < �.En las iteraciones, son posibles tres clases de movimientos del cuerpo en el�arbol: el cuerpo se mueve dentro de su celda (�gura 5.9.a), el cuerpo emigrade una celda a otra, (�gura 5.9.b) o el cuerpo sale de los l��mites iniciales dela caja computacional, (�gura 5.9.c).El primer caso no implica ning�un problema. El segundo caso tampocoimplica problemas si el paso temporal se ha elegido adecuadamente. Lasceldas son recalculadas en cada ciclo, por lo que el deambulamiento de uncuerpo de una celda a otra no supone ning�un problema.El tercer caso es realmente m�as serio, pues si un cuerpo sale de los con�nesde la caja computacional, es necesario recomputar el �arbol entero, que enprincipio puede estar distribuido entre diferentes PEs. Este problema puedeeliminarse incluyendo una regi�on de seguridad, alrededor de la regi�on originalde simulaci�on, ver �gura 5.9.d.En el problema gravitacional, se puede implementar una mejora basadaen el hecho de que los cuerpos cercanos sienten casi la misma in
uencia de losobjetos distantes. En la analog��a de nuestra manzana, vemos que dos man-zanas cercanas casi sienten el mismo campo gravitacional de las m�ultiplespart��culas que constituyen la Tierra. Si se desea conocer la aceleraci�on gravi-tacional de dos manzanas en el mismo �arbol es su�ciente evaluar la ecuaci�on(5.1) s�olo una vez, y usar el resultado para ambas. Esta analog��a s�olo captura
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(a) (b)

(c) (d)Figura 5.9: (a) Part��cula deambulando dentro de su celda. (b) Part��culadeambulando entre dos celdas del �arbol. (c) Part��cula deambulando fuera dela caja computacional, requeriendo la reconstrucci�on del �arbol completo. (d)Regi�on de simulaci�on original (l��nea rayada) aumentada con una regi�on deseguridad para reducir la frecuencia de part��culas deambulando fuera de losl��mites del �arbol.el primer t�ermino (constante) en una expansi�on en serie. La expansi�on con-siderada es la serie de Taylor para la ecuaci�on (5.1), alrededor del punto ~x.Usando la serie de Taylor se reduce el n�umero de evaluaciones de la ecuaci�on(5.1), introduciendo una nueva clase de interacci�on en el problema. Ahora esnecesario evaluar las interacciones entre las celdas origen y las celdas destino.El uso de la serie de Taylor reduce la complejidad del m�etodo a O(N).La evaluaci�on de los coe�cientes de la serie de Taylor puede ser mucho m�ascostosa, temporalmente, que la evaluaci�on discreta de la ecuaci�on (5.1), porlo que el bene�cio de calcular menos interacciones se cancela parcialmente



5.2. M�etodos jer�arquicos 175por el hecho de que estas interacciones son mucho m�as costosas.Despu�es de calcular la fuerza que act�ua sobre cada cuerpo, se actualizala posici�on y la velocidad de cada cuerpo. Resumiendo, en cada iteraci�on setienen que realizar las operaciones que muestra la �gura 5.10.
Construir árbol

Calcular los centros de masa

Calcular las fuerzas sobre todas las partículas

Actualizar las propiedades de las partículas: 
posición y velocidad

Construir árbol

Calcular los centros de masa

Calcular las fuerzas sobre todas las partículas

Actualizar las propiedades de las partículas: 
posición y velocidad

Figura 5.10: Organigrama de un paso temporal en el algoritmo BH.5.2.3 El m�etodo de GreengardOtro algoritmo jer�arquico es el FMM de Greengard [49, 47]. Este m�etodotambi�en usa una descomposici�on recursiva del espacio sobre una estructura�arbol, con una estrategia de aproximaci�on de celdas por un �unico cuerpocuando est�a lo su�cientemente lejos. En este m�etodo, una celda se consideralo su�cientemente lejos, o bien separada, de otra celda b, si la separaci�on deb es m�as grande que la longitud de b. En la �gura 5.11 se muestra el criteriode celdas bien separadas. Las celdas A y C en la �gura est�an bien separadas.La celda D est�a bien separada de la celda C, pero la celda C no est�a bienseparada de la celda D.Este m�etodo usa expansiones multipolares y conjuntos de celdas �jas deinteracci�on, que cumplen con el criterio de \bien separado". El FMM tieneun l��mite bien de�nido de error, �, que se puede conseguir cuando la expan-si�on multipolar es del orden p = � log2(�), siendo p el t�ermino multipolar
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A C

D

Figura 5.11: Criterio de celdas bien separadas en el algoritmo FMM.de orden m�as alto. En dos dimensiones, y cuando los cuerpos no est�an ex-cesivamente agrupados, el FMM es muy e�ciente. Ha sido implementado enmulticomputadores [48, 122]. El punto de cruce (el valor de N en el que elalgoritmo comienza a ser m�as r�apido que el m�etodo directo de complejidadO(N2)) es tan bajo como de unos cientos de cuerpos. Por otra parte, laimplementaci�on del FMM en tres dimensiones no tiene un rendimiento tanbueno. Schmidt y Lee [92] han implementado el algoritmo para tres dimen-siones, y encontraron un punto de cruce sobre 70 mil cuerpos. La raz�on esque el paso m�as intensivo del algoritmo escala como p2 en dos dimensiones,y p4 en tres dimensiones. Es posible obtener mejor rendimiento usando un pm�as peque~no [18], pero los errores pueden ser m�as grandes en este caso. Unade las mayores ventajas del m�etodo FMM sobre otros m�etodos, tales como elBH, era que el l��mite de error estaba m�as rigurosamente de�nido. Pero estade�ciencia ya ha sido remediada, [115].La e�ciencia del FMM se consigue permitiendo un mayor n�umero de cuer-pos por hoja del �arbol que en el m�etodo BH. Greengard sugiere [47] unm�aximo de 40 cuerpos por celda hoja. Las fases en un paso temporal sonesencialmente las mismas que en la aplicaci�on BH:1. Construir el �arbol.2. Computar las expansiones multipolar de las cedas sobre su centro geom�etri-co en pasos ascendentes a trav�es del �arbol.3. Computar las fuerzas.4. Actualizar las propiedades de los cuerpos.



5.2. M�etodos jer�arquicos 177Tres de las fases son id�enticas en estructura a las correspondientes fases enBH. Vamos a ver en m�as detalle el c�alculo de las fuerzas en el algoritmo FMM.Cada celda C divide el resto del dominio computacional en un conjunto delistas, cada lista contiene celdas que mantienen una cierta relaci�on espacialcon C. Las listas est�an descritas en la �gura 5.12. El primer paso en la fasede c�alculo de la fuerza es construir estas listas para todas las celdas. Lasinteracciones de cada celda son computadas con las celdas de su lista. Lanaturaleza jer�arquica del algoritmo y la construcci�on de la lista asume queninguna celda C computa interacciones con celdas que est�an bien separadasde su padre (las celdas en blanco para la celda C en la �gura 5.12). Lasinteracciones con estas celdas distantes son computadas por los ascendientesde la celda C, en niveles m�as altos del �arbol. Los detalles de los diferentestipos de interacciones, indicados en la �gura 5.12 se puede encontrar en [47].
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Lista U (s�olo celdas hojas): todas las celdas hojas adyacentes a C.Estas celdas no pueden ser aproximadas de ninguna manera.LIsta V (celdas): Hijas de los colegas del padre de C que est�an bien separadas de C.Est�an bien separadas de C pero no del padre de C.Lista W (s�olo celdas hijas): Descedientes de los colegas de C cuyos padres son adyacentes a C, peroellas no son adyacentes a C.La expansi�on multipolar de estas celdas pueden ser evaluadas en los cuerpos de C; la expansi�onmultipolar de sus padres no puede; y sus expansiones multipolares no pueden ser trasladadas a laexpansi�on local sobre el centro de C.Lista X (celdas): Dual de la lista W: celdas en que C est�an en su lista W.Sus expansiones multipolares no pueden ser trasladadas al centro de C, pero el campo de suscuerpos individuales s��.Figura 5.12: Listas de interacci�on para una celda del algoritmo FMM.Las celdas internas computan las interacciones s�olo con dos listas (las



178 Cap��tulo 5. Algoritmos jer�arquicos para el problema de los N cuerposlistas V y X de la �gura 5.12). Los resultados de estas interacciones se al-macenan como expansiones locales en las celdas internas. La expansi�on localde una celda es una expansi�on serie, que representa la in
uencia ejercida so-bre ella por otras celdas que est�an lo bastante lejos para aproximarse por suexpansi�on local. Las celdas hojas computan estas interacciones celda{celda,pero tambi�en computan las interacciones de los cuerpos que contienen conotros cuerpos (en la lista U) y celdas (en la listaW ). Cuando se han calculadotodas las listas de interacciones, las in
uencias de las celdas distantes sobrelos cuerpos de las celdas hojas est�an contenidas en la lista de sus ascendien-tes. Esta in
uencia se propaga a las celdas hojas al transferir la expansi�onlocal desde los padres a los hijos, descendiendo en el �arbol. Finalmente, laexpansi�on local de las celdas hojas se eval�ua sobre los cuerpos que contienen.5.2.4 Diferencia entre los algoritmos BH y FMM� Mientras que el m�etodo BH computa directamente solo interaccionescuerpo{cuerpo o cuerpo{celda, el m�etodo FMM tambi�en computa in-teracciones directamente entre celdas.� Los algoritmos determinan de una manera diferente, si una celda est�a losu�cientemente lejos o bien separada de otra celda. En el FMM, elque dos celdas est�en bien separadas se determina enteramente por sulongitud y la distancia entre ellas, no por un par�ametro de�nido por elusuario como el � del m�etodo BH.� La aproximaci�on FMM de una celda no se hace por su centro de masa,sino por una expansi�on serie de las propiedades del cuerpo sobre el cen-tro geom�etrico de la celda. Esta expansi�on serie es llamada expansi�onmultipolar de la celda. En la pr�actica, se usa s�olo un n�umero �nitode t�erminos en la expansi�on multipolar, y este n�umero determina laprecisi�on de la representaci�on.� En el FMM, la precisi�on en el c�alculo de la fuerza no es controlada porel cambio de consideraci�on de las celdas \lejanas" (como en BH) sinopor el cambio del n�umero de t�erminos usado en la expansi�on serie.� El algoritmo BH es inherentemente adaptativo; no hace ninguna supo-sici�on sobre la distribuci�on de los cuerpos en el dominio. El FMM, sinembargo, tiene dos vertientes distintas: una versi�on simple que suponeuna distribuci�on uniforme de los cuerpos, y una versi�on m�as complejaque se adapta a distribuciones arbitrarias. La que hemos presentado esla FMM adaptativa.



5.3. El algoritmo Barnes-Hut paralelo 179� Mientras que las matem�aticas del BH son las mismas para tres di-mensiones que en dos, el FMM usa diferente formulaci�on [47]. En tresdimensiones es m�as compleja la base matem�atica, de forma que el FMMen tres dimensiones es mucho m�as caro que el FMM en dos dimensiones.� El m�etodo FMM es mucho m�as complicado para programar que elm�etodo BH.Nosotros consideramos el m�etodo BH por varias razones:1. Ha recibido, de lejos, m�as atenci�on de la comunidad astrof��sica y es elm�as usado en simulaciones \reales" cient���cas.2. La distinci�on entre las fases del c�alculo de la fuerza y la construcci�on del�arbol hace la paralelizaci�on e�ciente mucho m�as f�acil. Los algoritmos deAppel y Greengard requieren mucha m�as contabilidad por la necesidadde almacenar y computar interacciones de objetos no terminales en lajerarqu��a.3. La relaci�on entre complejidades O(N logN) para los algoritmos Appely BH, y O(N) para el algoritmo FMM, no es su�ciente para compararestos algoritmos. Greengard considera 1752N pares de interaccionespor paso temporal, mientras que las observaciones experimentales deSalmon [88] muestran que el algoritmo BH con � = 0:8, requiere aproxi-madamente 15� 35N log2N pares de interacciones por paso temporal.El regimen asint�otico, en el cual se espera que el algoritmo de Green-gard sea superior, es para N � 1015, m�as all�a de ninguna simulaci�onrealizada.5.3 El algoritmo Barnes-Hut paraleloEn este apartado presentamos el particionamiento y plani�caci�on del algo-ritmo BH sobre un multicomputador de topolog��a malla. En el apartadosiguiente veremos la implementaci�on y los resultados obtenidos de este algo-ritmo paralelo sobre un sistema concreto, el T3E de Cray.5.3.1 Localidad f��sicaEn los algoritmos jer�arquicos, cada cuerpo s�olo interact�ua con una partedel �arbol completo: las secciones lejanas s�olo interact�uan en niveles bajos



180 Cap��tulo 5. Algoritmos jer�arquicos para el problema de los N cuerposdel �arbol, mientras que las secciones vecinas interact�uan a nivel de hojas.Si unimos todos los �arboles que interact�uan con los cuerpos contenidos enun PE, obtenemos todos los datos que necesita ese PE para realizar lascomputaciones. Este �arbol se denomina �arbol esencial local (locally essentialtree). En la �gura 5.13, se puede ver la divisi�on en celdas que genera el �arbollocal esencial de un PE, cuyo dominio es la esquina inferior izquierda delespacio f��sico.Despu�es de la distribuci�on de los datos en los PEs, cada PE controlauna regi�on del espacio, y tiene que calcular la fuerza para todos los cuerposdentro de esa regi�on. Por consiguiente, gran parte del �arbol es completamenteinnecesario para los c�alculos que tienen que realizarse en un PE. Esto esextraordinariamente importante, ya que si no, tendr��amos que almacenarel �arbol entero en cada PE. Las grandes simulaciones ser��an imposibles derealizar en los multicomputadores de memoria distribuida, pues no habr��amemoria local su�ciente en los PEs.

Figura 5.13: Divisi�on en celdas que genera el �arbol local esencial para un PEen la esquina inferior izquierda del sistema.En la literatura se han usado b�asicamente dos t�ecnicas para asegurar lalocalidad f��sica de los cuerpos: bisecci�on ortogonal recursiva (ORB) [114], yllenado del espacio mediante una curva [83]. Utilizaremos esta �ultima t�ecnica,ya que es m�as simple y consigue mejor rendimiento [98, 99, 83, 116, 115]. Acontinuaci�on, vamos a explicar brevemente los dos particionamientos.Bisecci�on ortogonal recursivaLa ORB es una t�ecnica que mantiene la localidad f��sica de un problema me-diante el particionamiento expl��cito del espacio dominio. Esta t�ecnica fue
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Figura 5.14: Partici�on ORB.
usada en la implementaci�on por pase de mensajes del algoritmo BH por Sal-mon [88]. La idea de la partici�on ORB es la divisi�on recursiva del dominiocomputacional en dos subespacios con igual coste, hasta que hay un subes-pacio por PE, ver �gura 5.14.Para conseguir una carga balanceada, el coste de un subespacio se de�ne,como la suma de los costes de todos los cuerpos del subespacio. Inicialmente,a todos los PEs se les asocia el dominio entero del espacio. En cada paso sedivide un espacio, los PEs asociados a ese espacio se dividen igualmente endos subconjuntos, y cada subconjunto es asignado a uno de los subespaciosresultantes. La direcci�on cartesiana en la que se realiza la divisi�on se suelealternar en sucesivas divisiones, aunque esta regla puede violarse para evitarsubespacios demasiados largos y delgados. Una descripci�on m�as detalladade la implementaci�on de la partici�on ORB, para el algoritmo BH, se puedeencontrar en [88].La partici�on ORB introduce una nueva estructura de datos, el �arbol bina-rio ORB, distinto del �arbol BH. Los nodos del �arbol ORB son los subespaciossubdivididos recursivamente, y las hojas son las particiones espaciales �na-les. La t�ecnica ORB no es f�acil de implementar ni de depurar, y puede teneruna penalizaci�on temporal signi�cativa, particularmente cuando el n�umerode PEs se incrementa. Tambi�en se restringe el n�umero de PEs a una potenciade dos, aunque pueden desarrollarse m�as complejas variantes para evitar estarestricci�on. Por estas razones, hemos usado otra t�ecnica que es m�as 
exibley escala mucho mejor con el n�umero de PEs usados.



182 Cap��tulo 5. Algoritmos jer�arquicos para el problema de los N cuerposLa t�ecnica de llenado del espacio mediante una curvaLas descomposiciones en �arbol 4{ario (quadtree) son �utiles como m�etodosde ordenamiento espacial [90]. Este mapeado de una dimensi�on m�as alta auna m�as baja debe mantener la localidad espacial de la distribuci�on de losdatos en el dominio. En [91] podemos encontrar diferentes m�etodos de orde-namiento espacial mediante una curva que llena el espacio, y que mostramosen la �gura 5.1. Un m�etodo simple, para realizar la transformaci�on del es-pacio multidimensional a un espacio unidimensional es el intercalado de bits(bit{interleaving) [116, 79]. Los ��ndices de los datos se construyen a partirde las coordenadas de los cuerpos en el espacio d{dimensional, convirtiendolos n�umeros reales en el dominio (~rmin; ~rmax) a enteros, donde los valores deestos dos vectores ~r, de�nen las esquinas opuestas de la caja computacionalque limita la distribuci�on de los cuerpos. Mapeamos los bits m�as signi�ca-tivos, (lk � 1)=d de los enteros a una clave de longitud lk bits, mediante elintercalado uno a uno de los bits, tal como se puede ver en la �gura 5.15. lk sealmacena como un vector de enteros que puede variar su tama~no, usualmentese usa lk = 64 bits. A modo de ejemplo, considerando un cuerpo de coorde-nadas (13; 4) en dos dimensiones, la correspondiente representaci�on binariaes (1101; 0100), y el resultado de intercalar los bits es 10110010, por lo que(13; 4) se mapea a la posici�on 178 de un array unidimensional. El mapeadoproduce una curva de llenado de orden Norton, ver �gura 5.1.a. Existen otrascurvas de llenado del espacio distintas [83], nosotros hemos usado la curvade orden Peano-Hilbert.Esta curva tiene dos propiedades muy importantes y deseables para redu-cir las comunicaciones: dos puntos adyacentes en la curva son adyacentes enel dominio f��sico, y las regiones del espacio de�nidas por segmentos continuosde la curva de llenado son conexas. Estas propiedades contribuyen a reducirla comunicaci�on interprocesador. La curva de Peano-Hilbert puede verse co-mo una curva en forma de U , que visita cada uno de los cuatro cuadrantesdel plano en el primer nivel. Cada subsiguiente nivel divide los cuadrantesdel nivel anterior en cuatro cuadrantes m�as �nos, los cuales son visitados pornuevas curvas en forma de U . Cada cuadrante es visitado completamente porla curva, antes que el siguiente cuadrante, por lo que la localidad espacialse conserva. El origen y direcci�on de la curva en forma de U depende delcuadrante y del ordenamiento que ten��a en el nivel previo. Esto se muestraen la �gura 5.16.El mapeado del espacio a la l��nea se hace s�olo una vez, y es por tanto unpaso de preprocesamiento. Una vez ha sido establecida, el siguiente paso esla distribuci�on de esta curva entre los PEs.



5.3. El algoritmo Barnes-Hut paralelo 183
Representación binaria de las coordenadas

10011001

x

01101001

y

11101100

z

1.101.011.011.100.111.001.000.110

0153347106

clave binaria

clave octal

bit de inicio

Figura 5.15: Ilustraci�on del mapeado de una clave. Los bits de las coor-denadas son intercalados, y un bit de inicio se coloca en la posici�on m�assigni�cativa. Sin el bit de inicio, podr��a resultar una ambig�uedad entre lasclaves en que todos sus bits m�as signi�cativos son ceros. En este ejemplo, los8 bits de las coordenadas \x", \y" y \z", se mapean a una clave de 25-bits.5.3.2 MapeadoDurante la evaluaci�on del algoritmo sobre el multicomputador, es necesa-rio redistribuir los datos entre los PEs para la construcci�on del �arbol localesencial, y para mantener un buen balanceo de la carga. En general, estoimplica cambios en la estructura de almacenamiento, por lo que visualizarel movimiento de los datos puede ser bastante dif��cil. La proyecci�on vectorsimpli�ca la tarea de un gran rango de problemas, usando una representaci�oncompacta del mapeado de los datos sobre la memoria.Cada PE tiene N=P datos en su memoria. Despu�es de su conversi�onunidimensional indexada por una curva de llenado del espacio, el mapeadopuede ser realizado por los��ndices de orden de almacenamiento. Denotaremosesta secuencia de datos usando la representaci�on ��ndice-d��gito[tn � � � tu+w+1| {z }fila ; tu+w � � � tu+1| {z }columna ; tu � � � t1| {z }memoria ] (5.5)Utilizamos una proyecci�on vector de tipo serpiente, que tiene la ventaja demapear sobre PEs vecinos las particiones adyacentes en el dominio f��sico. Enla �gura 5.17 podemos ver su aplicaci�on al ejemplo de la �gura 5.5.Adicionalmente, en una tabla de tama~no V �W almacenamos el ��ndicedel primer elemento de cada PE. En el instante inicial esta tabla contiene los



184 Cap��tulo 5. Algoritmos jer�arquicos para el problema de los N cuerpos
(1) (2)

(3) (4)Figura 5.16: Ordenamiento de las celdas.valores, [0 � � �0; 0 � � �0 tu+11 0 � � �0; � � � ; tn1 � � � tu+11 0 � � �0] (5.6)Este m�etodo nos permite saber, en cada momento, en qu�e PE est�a cada unode los cuerpos y nos permite realizar las comunicaciones m�as e�cientemente.Por ejemplo, si N = 210 y V � W = 4 esta tabla contiene los siguientesvalores, 0 256 512 768 (5.7)5.3.3 Balanceo de la cargaNo todos los cuerpos tienen asociados el mismo coste de computaci�on. De�-nimos el coste de un cuerpo como el tiempo de CPU necesario para calcularla fuerza que act�ua sobre �el. El coste total de cada partici�on en el tiempototal es necesario para calcular las fuerzas sobre todos los cuerpos conteni-dos en esa partici�on. Por tanto, el hecho de que cada partici�on contenga elmismo n�umero de cuerpos, no implica necesariamente que los costes de lasparticiones sean los mismos. Ello implica que debemos distribuir las zonasde coste entre los PEs.



5.3. El algoritmo Barnes-Hut paralelo 185
0 1

29 28 2 19

4 5 2414

21

20

817

189 10

12

31

11

30

3

22

6

27

26 7

23

13

16

15

25

Partición 0

Partición 1 Partición 2

Partición 3

(a)
12

10 8 17

0 2918 9 28 12

25 19

5 4 2414

21 20 26

27 6

722

23 13

16 15 30 3

31 11

Partición 0 Partición 1 Partición 2 Partición 3(b)Figura 5.17: (a) El resultado de la partici�on si se aplica la t�ecnica de laszonas de coste con el ordenamiento de las celdas de la �gura 5.16. (b) �Arbolgenerado.



186 Cap��tulo 5. Algoritmos jer�arquicos para el problema de los N cuerposEl procedimiento que hemos usado para conseguir el balanceo de la cargaes el siguiente: Al comenzar el algoritmo consideramos un coste computacio-nal id�entico para cada uno de los cuerpos. El coste total en el dominio f��sico,que est�a en la ra��z del �arbol, se divide equitativamente entre los PEs. Estogenerar�a un desbalanceo computacional que medimos y almacenamos en losPEs. Como de una iteraci�on a la siguiente no existen muchas variaciones,se puede aproximar el coste de cada cuerpo, por el medido en la iteraci�onprevia.Despu�es de la primera iteraci�on, las particiones deben ajustarse para man-tener el balanceo de la carga computacional. El criterio de rebalanceo es:max0�q<P jW (q)� � j> valor umbral (5.8)donde W (q) es el coste computacional de la partici�on asociada al PE q, y� es el cociente entre el coste computacional total y el n�umero de PEs. Elrebalanceo se realiza si el desbalanceo supera un valor umbral.El rebalanceo se lleva a cabo moviendo los cuerpos entre PEs vecinos.Esto es necesario para mantener la localidad de los datos y poder generare�cientemente los �arboles locales esenciales.5.3.4 Construcci�on del �arbol paraleloDespu�es de la descomposici�on del dominio, cada PE tiene un conjunto dis-junto de cuerpos. Para construir el �arbol en paralelo, primero se construyeel �arbol utilizando los cuerpos contenidos en el propio PE. Entonces, el �arbolse completa con los datos recibidos de los dem�as PEs. As��, todos los PEspueden completar su �arbol local esencial.En la pr�actica, existen muy diversos m�etodos para construir la estructu-ra �arbol que precisa el algoritmo BH. El m�etodo que hemos utilizado es ira~nadiendo cuerpo a cuerpo al �arbol. Cada nuevo cuerpo que a~nadimos varecorriendo el �arbol ya construido desde la celda ra��z hasta la celda de nivelm�as alto que lo contiene, modi�cando el centro de masa de las celdas por lasque va pasando. Si la celda �nal est�a vac��a el cuerpo se a~nade directamente,pero si ya est�a ocupada, esta se divide en cuatro subceldas. Esto, tiene laventaja de evitar una etapa adicional para calcular los centros de masa, comotienen que hacer en [114, 98]. De esta forma, nos evitamos recorrer el �arboldespu�es de creado para calcular los centros de masa de las celdas.El m�etodo funciona como sigue. Supongamos que en una determinada



5.3. El algoritmo Barnes-Hut paralelo 187fase, la masa del CM de la celda u es Mu = UXi=1 mi y que la posici�on del CMes ~xu =  UXi=1 mi � ~xi! =Mu, donde U es el n�umero de cuerpos en la celda. Sise a~nade un nuevo cuerpo a la celda, la nueva posici�on del centro de masa ysu masa, se calcula por M 0u =Mu +mU+1~x0u = ~xuMu+mU+1~xU+1Mu (5.9)donde mU+1 y ~xU+1 son la masa y la posici�on, respectivamente, del cuerpoincorporado a la celda.Nosotros s�olo tenemos que construir en cada PE el subconjunto del �arbolnecesario para evaluar la fuerza en el dominio del PE. Este sub�arbol lo he-mos denominado �arbol local esencial. La estrategia que utilizamos ha sidodiscutida en [88]. Esta estrategia consiste en adquirir los datos necesarios, nolocales, en una fase de comunicaci�on previa a la fase de computaci�on. Tienela ventaja de dejar el lazo principal de computaci�on sin comunicaci�on. Estat�ecnica requiere que sea posible determinar a priori, que datos pueden sernecesarios para cada PE. Con el criterio de la ecuaci�on (5.3) se puede utilizaresta t�ecnica.Este paso es considerablemente r�apido y f�acil, cuando la descomposici�ondel dominio est�a relacionada ��ntimamente con la topolog��a del �arbol (en con-tra de lo que ocurre con el m�etodo ORB usado en [114], por ejemplo). Con larecepci�on de todos los datos procedentes de los dem�as PEs, cada PE puedeconstruir el resto de su �arbol local esencial calculando la posici�on del cen-tro de masa y su masa, por la ecuaci�on (5.9). La direcci�on del PE origende cada dato se pasa al PE destino, de forma que se incorpora a las celdasnuevas, creadas en el PE destino. De esta forma, el c�odigo es adaptable auna condici�on MAC distinta, en la cual no se puedan determinar a priori losdatos locales esenciales. Una rutina que recorre el �arbol puede determinar elPE que contiene las celdas hijas de una celda no local. Hemos intentado im-plementar la comunicaci�on en este paso de una manera computacionalmentem�as inteligente, de forma que no sea necesaria una comunicaci�on global, perosu complejidad ha tendido a eliminar su bene�cio. Esto no elimina la posi-bilidad, de que en el futuro se encuentre un mejor m�etodo para este paso delalgoritmo.



188 Cap��tulo 5. Algoritmos jer�arquicos para el problema de los N cuerpos5.3.5 Formulaci�on del algoritmo BHPara formular los algoritmos BH sobre el multicomputador de topolog��a ma-lla, necesitaremos de�nir unos operadores adicionales a los vistos en el cap��tu-lo 1. En concreto, para de�nir las computaciones, de�nimos los siguientesoperadores:De�nici�on 13 El operador TBH(U) calcula el �arbol BH de base r y el centrode masa de las celdas, por la expresi�on (5.9), para U cuerpos y con r = 2d,donde d es la dimensi�on del espacio,TBH = U�1Yl=0  r�1Yi=0 g(zji; l)! (5.10)y donde g(zji; l) es la funci�on recursiva que recorre el �arbol por preorden,vji = u y j es el operador concatenaci�on,g(u; l) = 8>>><>>>: r�1Yi=0 g(uji; l) si 9 u AND ~xl 2 uTBH  TBH [ u si @ u AND ~xl 2 u (5.11)Este operador construye el �arbol utilizando los cuerpos contenidos en elpropio PE, U . Cada nuevo cuerpo que a~nadimos va recorriendo el �arbol yaconstruido, desde la celda ra��z hasta la celda de nivel m�as alto, modi�candoel centro de masa (5.9) de las celdas por las que va pasando.De�nici�on 14 El operador T 0BH(X) calcula el �arbol BH de base r para Xcuerpos con r = 2d, donde d es la dimensi�on del espacio,T 0BH = X�1Yl=0  r�1Yi=0 h(zji; l)! (5.12)y donde zji = v y h(zji; l) es la funci�on recursiva que recorre el �arbol porpreorden,h(v; l) = 8>>><>>>: r�1Yi=0 h(vji; l) si lv=dv;l < � AND jvj 6= 1T 0BH  T 0BH [ v si lv=dv;l � � OR jvj = 1 (5.13)siendo jvj el n�umero de cuerpos que pertenecen a la celda v.



5.3. El algoritmo Barnes-Hut paralelo 189El operador T 0BH(X) construye, un �arbol utilizando un conjunto de Xcuerpos. Cada cuerpo va recorriendo el �arbol local de cada celda desde lacelda ra��z. Si el centro de masa de una celda est�a lo su�cientemente lejos delcuerpo, por el criterio MAC de Barnes y Hut, o la celda es una celda hoja,esa celda es a~nadida al �arbol T 0BH . Si en contra, se realizar�an estos mismospasos con cada una de las subceldas hijas de esta celda.De�nici�on 15 El operador ~Fl calcula la fuerza que se ejerce sobre el cuerpol, ~Fl = r�1Xi=0 f(zji): (5.14)donde f(i) es la funci�on recursiva que recorre el �arbol seg�unf(v) = 8>>><>>>: r�1Xi=0 f(vji) si lv=dv;l < �Fv;l si lv=dv;l � � AND ~xu 6= ~xl (5.15)donde Fv;l es la fuerza que la celda v ejerce sobre el cuerpo l, calculadamediante la ecuaci�on (5.2). Finalmente, se actualiza la posici�on y velocidaddel cuerpo l, ~vl = ~vl + ~Flml � dt~xl = ~xl + ~vl � dt: (5.16)Este operador calcula la fuerza que ejerce la red de celdas sobre un cuerpo.Despu�es de calcular la fuerza que act�ua sobre cada cuerpo, se actualiza laposici�on y la velocidad de cada cuerpo.Entre los operadores que representan comunicaciones, de�nimos los si-guientes,De�nici�on 16 El operador PNV�W reordena los N datos en un array unidi-mensional con el orden de Peano{Hilbert, y los proyecta sobre la malla detama~no V �W .De�nici�on 17 El operador YXi env��a un conjunto de X datos del PE k alPE k + i mod P , y recibe un conjunto de Xdatos del PE k � i mod P .



190 Cap��tulo 5. Algoritmos jer�arquicos para el problema de los N cuerposEl PE k calcula el �arbol T 0BH . Despu�es lo env��a al PE k � i mod P yrecibe del PE k + i mod P el �arbol T 00BH , que lo incorpora a su �arbol localesencial, TBH  TBH [ T 00BH .El algoritmo BH puede expresarse de la siguiente forma,Algoritmo 16 El algoritmo BH base r de N cuerpos puede implementarseen paralelo por la siguiente cadena de operadoresPNV�W tfinalYt=0 "TBH(U) P�1Yi=1 YXi T 0BH(X)! UYl=1 ~Fl!# (5.17)Primero se proyectan los N cuerpos, PV�W , sobre la malla utilizando lacurva de llenando de espacio Peano-Hilbert y la proyecci�on vector de tiposerpiente. Despu�es de la descomposici�on del dominio, cada PE tiene un con-junto disjunto de cuerpos. En cada interacci�on se tiene que construir el �arbolen paralelo, primero se construye el �arbol utilizando los cuerpos contenidospor el PE, TBH(U). Entonces, el �arbol se completa con los datos recibidos delos dem�as PEs, T 0BH(X), despu�es de enviar un conjunto de prueba de cuerposdel PE al resto de los PEs, YXi . Y por �ultimo, ~Fl calcula la fuerza sobre loscuerpos.5.4 Implementaci�on y evaluaci�onTrataremos de la implementaci�on del algoritmo paralelo BH sobre el multi-computador T3E de Cray [93], usando el modelo de programaci�on de pase demensajes. Utilizamos el entorno de programaci�on MPI [50]. El MPI trata derecopilar las mejores caracter��sticas de muchos sistemas de paso de mensajes,mejor�andolos donde sea apropiado, y estandariz�andolos. Su mayor ventaja esla portabilidad. En cuanto a la e�ciencia, todo depende de la implementaci�onde las librer��as MPI que se haya realizado sobre cada computador paraleloparticular. Y con respecto a la claridad, MPI ha sido dise~nado para dar unade�nici�on completa y conveniente del modelo de paso de mensajes.El desbalanceo de la carga que medimos por la ecuaci�on (5.8) es la quedetermina en que iteraci�on se tiene que realizar el rebalanceo. El PE queinicia el proceso de rebalanceo es el que tiene el coste m�as bajo, es decir, eldestino. El PE fuente es el PE vecino del destino que est�a m�as cerca del PEcon coste m�as alto. El PE que recibe la petici�on para transferir, tiene que



5.4. Implementaci�on y evaluaci�on 191enviar la informaci�on m�as adecuada posible. El criterio que sigue es pasaraquel n�umero de cuerpos j, que veri�que la siguiente relaci�on,j�1Xi=0 wt(i) > max(W (q)� �)2 > j�2Xi=0 wt(i); 0 � q < P (5.18)y que est�en m�as pr�oximas al PE destino siguiendo la curva de llenado delespacio. En este proceso de rebalanceo no in
uye que el n�umero de PEssea elevado, ya que al inicio del proceso el PE destino elige al PE fuentey luego se comunicar�an independientemente del resto de PEs. Adem�as, laevaluaci�on de la carga de los PEs del sistema lo realizan concurrentementetodos los PEs. Cada vez que se cambia la localizaci�on de un cuerpo, todoslos PEs tendr�an que actualizar la funci�on de mapeado, que en nuestro casoes equivalente a modi�car el vector de la ecuaci�on (5.6).En un principio hemos implementado el algoritmo siguiendo la cadenade operadores con el que se representa (algoritmo 16). Posteriormente he-mos realizado transformaciones del programa con el �n de explotar mejorel paralelismo inherente. Hemos cambiado el orden de las computaciones yaplicado una serie de t�ecnicas de paralelismo, manteniendo la equivalenciadel programa.Abrir las v��as de comunicaci�on interprocesador es generalmente bastantecostoso en tiempo. En nuestro caso el algoritmo presenta una comunica-ci�on densa: cada PE comunica en cada paso con el resto de PEs y con unacantidad variable de datos. Se ha aplicado la alternativa de almacenar enuna cola las peticiones para ser enviada posteriormente (despu�es que todaslas peticiones a un PE han sido recopiladas). Mientras tanto, se determinaqu�e otros datos son los que necesitan otros PEs. Esto reduce en gran medidael n�umero total de mensajes enviados, y por tanto la paralelizaci�on asociadaa las comunicaciones.En la �gura tabla 5.1, mostramos algunos resultados obtenidos en lasimulaci�on newtoniana de N cuerpos sobre el Cray T3E. El tiempo mostradoes el tiempo total sobre 100 iteraciones, e incluye la primera iteraci�on quepresenta un tiempo de ejecuci�on an�omalo, debido al desbalanceo inicial dela carga y que es corregido en interacciones posteriores, despu�es de que seconozca el coste asociado a cada cuerpo. Hemos usado una aproximaci�onmonopolar para el c�alculo de la fuerza por la expresi�on (5.1), y una serie deTaylor de primer orden para la traslaci�on, que nos garantiza las ventajas dela expresi�on (5.9). Para mayor simpli�caci�on hemos considerado que N yP son potencias de 2. La �gura 5.18.a, muestra la aceleraci�on medida para
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(a) (b)Figura 5.18: Resultados de la implementaci�on del algoritmo BH sobre elCray T3E con N = 214, N = 215 y N = 216 datos. (a) Aceleraci�on. (b)E�ciencia.Tabla 5.1: Tiempo de ejecuci�on (en segundos) medidos sobre el Cray.N�umero de cuerposN�umero de PEs 211 212 213 214 215 2161 25.83 41.12 91.44 201.13 442.39 968.312 10.23 22.19 47.52 102.34 217.34 463.624 5.29 11.34 23.87 50.90 108.75 232.588 3.41 6.47 12.77 26.87 55.98 115.9216 4.16 5.76 9.58 16.80 31.89 65.54simulaciones con N = 214, N = 215 y N = 216 cuerpos.La �gura 5.18.b muestra la e�ciencia obtenida para los distintos casos. Lae�ciencia se acerca al valor ideal para sistemas de hasta 8 PEs. Para sistemascon un mayor n�umero de PEs la e�ciencia es menor, siendo la principallimitaci�on, la etapa de construcci�on de los �arboles locales esenciales en loscuales se precisa realizar una comunicaci�on casi global. Por ejemplo, para unsistema de 16 PEs se consigue una aceleraci�on de 14.78.



Conclusiones y principalesaportacionesEn esta memoria hemos propuesto una metodolog��a general para particio-nar y proyectar algoritmos divide y vencer�as sobre computadores paralelosde topolog��a malla y memoria distribuida. La metodolog��a se ha aplicadoa la paralelizaci�on de las versiones m�as utilizadas de la transformada r�api-da de Fourier, a los m�as signi�cativos algoritmos de resoluci�on de sistemastridiagonales, y a algoritmos irregulares, como el algoritmo Barnes{Hut, delproblema de los N cuerpos.Las principales aportaciones de esta memoria son las siguientes:� Hemos presentado una metodolog��a para la paralelizaci�on de algorit-mos divide{y{vencer�as regulares, basada en una combinaci�on de dost�ecnicas: la proyecci�on vector y las permutaciones ��ndice{d��gito. Elm�etodo empleado proporciona una descripci�on clara y precisa de losreordenamientos de datos que, en muchos casos, ayuda a simpli�carlos algoritmos. Cada una de las permutaciones ��ndice{d��gito de�nidastiene una implementaci�on directa sobre el multiprocesador.� Hemos presentado la formulaci�on uni�cada de un conjunto de algorit-mos representativos de la estrategia divide{y{vencer�as sobre un multi-computador de topolog��a malla. En concreto, hemos estudiado diversasversiones de la transformada r�apida de Fourier y varios algoritmos deresoluci�on de sistemas tridiagonales. Los 
ujos de datos que se presen-tan son muy diversos: normal, extendido, salida d��gito{inverso, �arboly �arbol extendido. Por consiguiente, la metodolog��a empleada es gene-ral, y podr�a extenderse para formular otros algoritmos obtenidos em-pleando la estrategia divide{y{vencer�as sobre computadores paralelosde topolog��a malla.� Hemos estudiado un caso especial del mapeado de grafos, el mapeado193



194 Conclusiones y principales aportacionesde �arboles r{arios completos sobre array lineal y malla, orientado ala implementaci�on VLSI. En concreto, establecemos un algoritmo queparticiona la malla en rutas de procesadores y distribuye el �arbol entreestas rutas. En todos los casos, la distribuci�on de los nodos del �arbolentre los procesadores es balanceada y las comunicaciones son s�olo entreprocesadores vecinos. Esta metodolog��a puede ser una alternativa a lasm�as usuales, basadas en �arbol en \H" o en baldosas.� Por �ultimo, hemos abordado la partici�on y proyecci�on de algoritmos di-vide y vencer�as irregulares sobre multicomputadores de topolog��a ma-lla, tomando como ejemplo el algoritmo Barnes{Hut para el problemade los N cuerpos. El algoritmo paralelo requiere en cada iteraci�on laconstrucci�on de un �arbol local esencial en cada procesador, con nume-rosas comunicaciones, por lo que es necesario un especial cuidado enla distribuci�on de los cuerpos sobre los procesadores. Adem�as de last�ecnicas citadas, hemos empleado el llenado del espacio a trav�es de unacurva (space{�lling curve), que nos permite mantener la localidad delos datos y reducir las comunicaciones. Adem�as, hemos simpli�cado laetapa de c�alculo de los centros de masa, que se realiza en paralelo a laconstrucci�on del �arbol.Como trabajo futuro nos planteamos adaptar las t�ecnicas presentadaspara que puedan ser utilizadas desde HPF. En concreto, pretendemos dise~naruna librer��a de subrutinas basadas en las permutaciones ��ndice{d��gito. Estonos permitir�a implementar e�cientemente los algoritmos divide{y{vencer�asen HPF. Otra tarea que nos planteamos es la generalizaci�on de la metodolog��apresentada a multicomputadores con nodos biprocesadores, como ejemplo elOrigin2000.
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