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Resumen

En esta memoria se proponen varias técnicas para particionar y proyectar al-
goritmos divide-y-vencerds sobre computadores paralelos de topologia malla
y memoria distribuida. El trabajo parte de la observacion de que durante la
evaluacién de un algoritmo sobre un multicomputador es necesario redistri-
buir los datos entre los procesadores en una gran variedad de formas, tanto
regulares como irregulares. En general, esto implica complejos movimientos
de datos, cuya visualizacién puede ser bastante dificil.

Comenzaremos considerando algoritmos divide-y-venceras regulares. Pa-
ra particionar y proyectar estos algoritmos sobre el multicomputador utiliza-
mos una combinacion de dos técnicas: la proyeccion vector y la permutacion
indice—digito. Estas técnicas nos permiten formular de forma precisa el flujo
de datos de los algoritmos y, en muchos casos, realizar importantes simplifi-
caciones.

Como ejemplos concretos de esta clase de algoritmos consideraremos las
versiones mds importantes de la transformada rapida de Fourier y los al-
goritmos de resolucién de sistemas tridiagonales maés significativos de entre
los propuestos en la bibliografia reciente. Los primeros presentan un flujo
de datos divide-y-vencerds estandar, aunque incluyen la permutacién digito—
inverso, mientras que el flujo de datos de los segundos es mas variado y
puede clasificarse en: normal, extendido, arbol y arbol extendido. Las técni-
cas propuestas nos permiten realizar una descripcién unificada de todos estos
algoritmos y una implementacién paralela eficiente basada en subrutinas que
son traducciones de las correspondientes permutaciones indice—digito.

También abordamos un problema de gran interés tanto para la progra-
maciéon paralela como para la implementacion VLSI: la proyeccién de arboles
r-arios completos sobre las topologias array lineal y malla. En esta memoria
presentamos una nueva metodologia para realizar esta proyeccién que puede
ser una alternativa a las técnicas usuales, basadas en arbol en “H” o en baldo-
sas (tiles). En todos los casos, la distribucién de los nodos del érbol entre los



Resumen

procesadores es balanceada y las comunicaciones son solo entre procesadores
vecinos.

Por ultimo, abordaremos la particion y proyeccion de algoritmos divide-y-
venceras irregulares sobre multicomputadores de topologia malla. Tomamos
como ejemplo el algoritmo Barnes—Hut del problema de los N cuerpos. A
las técnicas anteriormente empleadas anadiremos la del llenado del espacio
a través de una curva (space—filling curve), que nos permite mantener la
localidad de los datos y reducir las comunicaciones.

El trabajo se enmarca en la linea de investigacién “Proyeccién de Algorit-
mos en Arquitecturas Multiprocesador”del grupo de Arquitecturas Avanza-
das de la Universidad de Santiago (Departamento de Electrénica y Computa-
cién de la Facultad de Fisica'). Otra linea general del grupo es el disefio VLSI
de arquitecturas de aplicacién especifica en el campo del reconocimiento de
formas y procesamiento de imégenes.

!Investigacién finaciada a través de los proyectos concedidos por la CICYT, TIC92-
0942-C03-03: Computacion masivamente paralela: diserio de arquitecturas VLSI, TIC-96-
1125-C03-02: Diseno de algoritmos numéricos irregulares sobre arquitecturas masivamente
paralelas; y por la Xunta de Galicia, XUGA20606B93: Diseno de CIAES y herramien-
tas para la paralelizacidn automdtica de algoritmos numéricos y XUGA20605B96: Diseno
de arquitecturas y paralelizadores en computacién masivamente paralela: y/o basadas en
matrices dispersas.



Capitulo 1

Computadores de topologia
malla con memoria distribuida

Un sistema multiprocesador es un computador compuesto por un conjunto de
procesadores (PEs) que pueden comunicarse a través de una red de intercone-
xion . El objetivo de estos sistemas es que los PEs trabajen concurrentemente
para resolver un determinado problema de manera que se consiga una mayor
velocidad.

En los tdltimos anos, los computadores vectoriales y escalares convencio-
nales fueron los dominantes en el campo de la computacion. Ultimamente,
los sistemas multiprocesadores han dejado el campo de la investigacion para
introducirse en el campo comercial. Es indicativo que las grandes empresas
de desarrollo de la computacion, en concreto, IBM Corporation y Cray Re-
search, hayan introducido en el mercado maquinas paralelas en respuesta a
la demanda de sus clientes.

1.1 Introduccion

Los dos tipos de arquitecturas paralelas mas extendidas son los computa-
dores SIMD (Simple flujo de Instrucciones, Miiltiple flujo de Datos) y los
computadores MIMD (Muiltiple flujo de Instrucciones, Multiple flujo de Da-
tos) [37, 61]. En un computador SIMD todos los PEs ejecutan el mismo
programa sobre diferentes conjuntos de datos bajo la supervisiéon de una uni-
dad central. Los computadores MIMD se diferencian de los anteriores en que
los PEs ejecutan distintos programas sobre distintos conjuntos de datos.
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El factor mas utilizado para clasificar los computadores MIMD es el méto-
do utilizado para compartir la informacién entre los PEs. Los multicompu-
tadores de memoria compartida ofrecen al usuario una memoria global a la
que todos los PEs puede acceder. Los PEs se comunican a través de varia-
bles compartidas en memoria, con instrucciones de carga y almacenamiento
capaces de acceder a cualquier posicion de memoria. La memoria esta es-
tructurada en moédulos. En estos sistemas se pueden producir conflictos
de memoria cuando varios PEs pretenden acceder al mismo moddulo, lo que
puede provocar una pérdida significativa del rendimiento. Estos conflictos
se gestionan por una serie de técnicas, y se pueden disminuir incorporando
caches o memorias locales. Ejemplos de estos sistemas son los servidores
multiprocesador como SGI-Power Challenge o SUN Enterprise.

En los sistemas de memoria compartida también podemos distinguir en-
tre multiprocesamiento simétrico, donde todos los procesadores tienen igual
capacidad para ejecutar programas, ya sean de usuario, del sistema operativo
o subrutinas de entrada/salida, y los de procesamiento asimétrico, donde un
unico procesador o un subconjunto de ellos pueden ejecutar las rutinas del
sistema operativo o manejar los procesos de entrada/salida. Actualmente,
los sistemas simétricos de memoria compartida Symmetric Multiprocessing
(SMP) son mads utilizados para las aplicaciones comerciales, porque propor-
cionan un rendimiento alto en la ejecucion de aplicaciones ya existentes para
sistemas monoprocesador, ya que el efecto de la red es transparente para las
actuales aplicaciones. Aun asi, todos los vendedores ahora estan presentando
sistemas Massively Parallel Processors (MPP) y se han visto forzados a que,
por razones tecnoldgicas, los sistemas por encima de un cierto tamano sean
de memoria distribuida.

En los computadores MIMD con memoria distribuida cada PE tiene su
propio programa y memoria de datos a los que los demds no pueden acceder
directamente. La comunicacion de los datos compartidos se hace por pase
de mensajes entre los PEs a través de una red de interconexién (paradigma
del pase de mensajes).

El tipo de computador que vamos a considerar a lo largo de esta memoria
es un computador MIMD con memoria distribuida y topologia malla. Los
PEs estan organizados en una matriz bidimensional. Cada PE, excepto los
situados en los bordes, tiene cuatro conexiones con los cuatro PEs vecinos
inmediatos. Un toroide es similar, pero los PEs de la primera fila estan
conectados con los correspondientes PEs de la tltima fila. Y los PEs de la
columna mas a la izquierda estan conectados con los correspodientes PEs de
la columna mas a la derecha, formando un toro, ver figura 1.1. Este hecho
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no es crucial, pero mejora el rendimiento.

(s57
\MV

Figura 1.1: Computador de topologia toroide de 4 x 4 PEs.

Cada PE tiene su propia memoria local y procesa sus propios datos. El
espacio de los datos almacenados en la memoria local puede verse como
una nueva dimensién anadida, resultando una estructura tridimensional. El
acceso es aleatorio a lo largo de esta dimension, pero el acceso en las dos
restantes dimensiones implica una operacién de comunicacion entre dos PEs.
Este acceso se realiza siempre que un PE requiera datos remotos y se realiza
a través de la red de interconexion.

Una cualidad deseable en los algoritmos paralelos es la escalabilidad, es
decir, que las caracteristicas de dicho algoritmo no dependen del tamano
del sistema ni del tamano del problema. Por otro lado, se debe conseguir
un reparto equilibrado de la carga computacional entre los PEs. También
es deseable minimizar el volumen de comunicaciones interprocesador ya que
supone un consumo temporal importante, que afectara a la eficiencia de los
algoritmos paralelos. En concreto, se debe minimizar la redistribucion de
datos entre las etapas de un algoritmo, puesto que esto implica un nimero
importante de comunicaciones.

La asignacion de datos y computaciones de un problema a los distintos
PEs constituye un problema matemético conocido como mapeado (mapping).
En nuestro caso el mejor mapeado es el que minimiza el tiempo de ejecucion.
En general, el tiempo de ejecucion de un algoritmo sobre un multicomputa-
dor se puede descomponer en dos componentes: el tiempo de computacion,
te, v el tiempo de comunicacién (routing), t.m. Normalmente, el tamafo
del problema es mayor que el nimero de PEs. En tales casos se tiene que
particionar el algoritmo y multiplexar el hardware en el tiempo.
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Consideremos, por ejemplo, un problema que puede descomponerse en
cuatro procesos; los procesos pueden ejecutarse concurrentemente de dos en
dos, pero con respecto al otro par precisan interactuar durante la ejecucion.
En este caso, cada par de procesos pueden proyectarse en dos PEs diferentes.
La ejecucion se realizard en paralelo con los procesos 1 y 2 hasta que se pre-
cisen datos remotos. En este punto, los datos son enviados de un PE a otro,
después de lo cual la ejecucion continta con los procesos 3 y 4, ver figura
1.2.A. En el caso de que los procesos 1 y 2 se mapearan al mismo procesador,
se ejecutarian secuencialmente. El tiempo perdido en la comunicacién in-
terprocesador puede compensarse mediante el paralelismo, caso de la figura
1.2.B, mientras que esto no sucede en el caso 1.2.A. Esto sugiere que, un
analisis previo considerando la relacién entre t. v t.om, puede determinar el
mapeado que consigue la soluciéon mas eficiente para el problema.

En la siguiente seccién trataremos algunos conceptos bésicos de la teoria
de grafos que seran utilizados en el resto del texto. En la seccién 1.3 pre-
sentaremos el problema del mapeado y su tratamiento en la bibliografia. En
las secciones 1.4 y 1.5 veremos la proyeccion vector y la permutacién indice—
digito respectivamente. Usaremos la combinacién de estas dos técnicas para
mapear los datos a los PEs y definir las diferentes operaciones realizadas en
el algoritmo. En la seccion 1.6 presentamos los multiprocesadores utilizados
en la implementacion de los algoritmos y finalmente, en la seccién 1.7, una
serie de parametros empleados para medir la efectividad de los algoritmos.

1.2 Conceptos de teoria de grafos

1.2.1 Definiciones basicas
Siguiendo a [97, 52] usamos la siguiente notacién.

Definicién 1 Un grafo G(V, E) es una estructura que consiste en un con-
junto de nodos V= {vy,ve,---} y en un conjunto de arcos E = {e1, ey, -},
en donde cada arco e =< u,v > conecta los elementos de un par de nodos
{u,v}, u,v € V, que no tienen que ser necesariamente distintos. u y v son
llamados los extremos de e y se dice que u y v son adyacentes.

Designaremos Vi; al conjunto de nodos de G y E al conjunto de arcos.
En la figura 1.3 se muestra un grafo de 5 nodos y 9 arcos. En este caso,

Vo ={a,b,c,d, e}
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Tiempo
PEO t1 3 3 tcom ‘t3 3
PE1 tr tcom ‘t4
tparalelo
EJEMPLO A
PEO ty ‘ t, ‘ t3 ‘ ta
tsecuencial |
PEO t1 = tcom ‘ t3
PE1 L toom ‘ ta
tparago .
EJEMPLO B
P22 bt
{secuencial

[72]

w

[a

Figura 1.2: Proyeccién de cuatro tareas sobre dos PEs. En el ejemplo A,
la distribucion de las tareas entre los dos PEs es peor que la opcién secuen-
cial, tparatelo > tsecuenciai- En el ejemplo B, la opcién paralela es la mejor,

tparalelo < tsecuencial-
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Eg={ e =<a,b>e5=<b,c>e3=<c¢,d>,
ey =< a,c >, e5 =< a,e >, e5 =<C¢,e >,
er =< b,d >,eg =< d,c>,e9g =<e,b> }.

Dos grafos G y H se dicen isomorfos si existe una biyecciéon 0 : Vg — Vg
tal que < u,v >€ Eg siy sélo si < §(u),f(v) >€ Ey. Y un grafo H es un
subgrafo de G si Vi C Vg yv Ey C Eg.

El nimero de nodos en un grafo, es decir, la cardinalidad del conjunto
V', se denota usualmente por |V|. Andlogamente, el nimero de arcos es la
cardinalidad del conjunto E, que denotaremos por |E|. El grado del nodo v
es el nimero de arcos de los cuales es extremo, que denotaremos por d(v).
A(G) denota el maximo grado de los nodos de Gy 6(G) el minimo grado de
los nodos de G.

Un grafo se dice orientado si en los arcos se define una orientacion, es
decir, existe un nodo de entrada y un nodo de salida. El grado de salida del
n0odo v, dyy(v), es el nimero de arcos que tienen a v como nodo de inicio;
el grado de entrada, d;;(v), se define similarmente. Claramente, para todos
grafos

V] V]

de(vi) = Zdout(vi). (1.1)

En el ejemplo de la figura 1.3 se muestra un grafo G(V, E') donde |V| = 5,
|E| =9, A(G) = 5y los grados del nodo a, por ejemplo, serian d(a) = 3,
din(a) =0y doy(a) = 3.

Una cadena en G es una secuencia finita no nula Tlug,vx] =
{vo, €1, V1, €2, V9, -+ -, €k, Ut }, cuyos términos son alternativamente nodos y ar-
cos, tal que, para 1 < ¢ < k, los nodos extremos de e; son v;_; y v;. Si los
arcos {ey, ey, - -, e} y los nodos {v,, vy, - - -, v} de la cadena I" son distintos,
[' es llamado un camino. El entero k es la longitud del camino. Un grafo G,
se dice conectado si ¥(u,v) € V existe un camino desde u a v.

A cada nodo u € Vg puede asocidrsele un entero w(u), llamado peso del
nodo u; y a cada arco < u,v >€ Eg puede asocidrsele un entero ¢(< u,v >),
llamado el peso del arco < w,v >. Entonces G, junto con los pesos de
los nodos y los arcos, es llamado un grafo con pesos. El camino minimo
['[u, v] (obtenido sumando los pesos de los arcos) que une los nodos u y v se
llamard la distancia entre u y v y serd denotada por d(u,v).
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Figura 1.3: Un grafo orientado de 5 nodos y 9 arcos.

Consideremos el grafo con pesos G(V, E) y el entero positivo p. Una

particion p de V' es un conjunto no vacio p = {Vj,---,V,} de subconjuntos
p

de V, tal que U V; = V. El coste de un determinado subconjunto es la suma
i=1
Vil
de los pesos de todos los nodos que pertenecen a ese subconjunto, Z w(uw),
i=1
u € V;. El coste de la particion es el maximo de los costes de cada uno de
los subconjuntos. Definimos el grafo cociente de G' con respecto a @ al grafo
Qc = (p,e) donde < V;,V; >€ esiysélosid < u,v >€ F paraalginu € V]
y v € V;. En la figura 1.4 mostramos una particiéon p = 3 de G' y el grafo
cociente asociado. Los subconjuntos son

Vi = {C, d}
V2 = {e}
V}, - {aa b}

El grafo cociente asociado Qg = (g, £) con respecto a la particién p = 3 es
p={Vi,Vo,Va} y e ={< Vi, Vo >, < Vo, V3 >, < V3,15 >, < V3, V1 >}

Una proyeccion (embedding) de un grafo G' en un grafo H es una apli-
cacion inyectiva ¢ : G — H de los nodos de G en los nodos de H y una
asignaciéon de cada arco e =< u,v >€ Eg a un camino ¢(e) cuyos extremos

son p(u) y ¢(v).
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Figura 1.4: Una particién 3 de G y el grafo cociente asociado.

La dilatacion, d(p(u), ¢(v)), de un arco < u,v > en H es la longitud de
camino (I'(p(u), p(v)) y la dilatacion de una proyeccion ¢, denotada por A,
es

Ay = max(d(p(u), ¢(v)), ¥V < u,v >€ Eg. (1.2)

La expansion de ¢ se denota por Aq,
|VH|J
A= |—1. 1.3
| )

Por ultimo, el factor de carga de un arco ¢’ € Ey es el nimero de arcos en G

cuya imagen en H contiene el arco particular €/, Z [{e'} N . El factor

ecFEq
de carga de ¢ se denota por Ay,

!/
iy = max {8;;(; {e'} N Ew(e)|} - (1.4)
y es el maximo factor de carga sobre todos los arcos de H. Intuitivamente,
podemos ver que si proyectamos el grafo de un algoritmo sobre el grafo de un
multiprocesador entonces la dilatacion mide la maxima distancia en el grafo
del multiprocesador de tareas vecinas en el grafo algoritmo. La expansion
mide la utilizacién de los PEs. Y el factor de carga mide el retardo de cola
de los mensajes.
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@ @

3 @ 5

Figura 1.5: Representacion de un arbol 2-ario de altura 3. El nodo 0 es la
raiz.

1.2.2  Arboles

Definicién 2 Un drbol, T, es un grafo en el cual existe un nodo z que
esta unido a cualquier otro nodo del grafo por un unico camino. El nodo
z recibe el nombre de raiz y T, denota un drbol con raiz z.

En la figura 1.5 se muestra la representacion usual de un arbol. Existen
ciertas relaciones tipicas entre los nodos conectados a través de un arco. Asi,
en el ejemplo, los nodos 1 y 2 son hijos de la raiz, el nodo 0. Mientras que
el nodo 1 es el padre de los nodos 3 y 4. Una hoja es un nodo sin hijos, por
ejemplo, los nodos {3,4,5}. El resto de los nodos reciben el nombre de nodos
internos.

El camino I'[v, 2] es la secuencia de nodos que une la raiz z con el nodo
v. Como simplificacién en la notacién consideraremos I'[v,z] = I'[v]. La
longitud del camino I'[v] es el nimero de arcos de que consta ese camino. El
nivel del nodo v, [(v), es la longitud del camino I'[v]. El nivel de la raiz es
0. El maximo nivel del drbol, max(l(v)), Vv € T, es llamado la altura del
arbol. Asi, en la figura 1.5 el nodo 1 tiene nivel 1 y la altura del arbol es 3.

En un arbol r—ario cada nodo tiene como maximo r hijos. Se llamara drbol
completo al arbol en que todos sus nodos internos tienen r hijos. Un arbol
r-ario completo de altura n tiene n niveles. La raiz del arbol constituira el
nivel 1, los r hijos de la raiz constituirdn el nivel 2, los r? hijos de estos
ultimos, el nivel 3, y asi sucesivamente. Denominaremos niveles mas bajos
a los mas proximos a la raiz y niveles mas altos a los mas alejados. En un
arbol r-ario completo de n niveles, el nimero de nodos del nivel i es 77!,

. ’ n__
mientras que el numero total del nodos es N = %
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Figura 1.6: Arbol 3-ario de 3 niveles, mostrando la notacién utilizada.

Identificaremos cada nodo del arbol mediante un indice entero. Al nodo
que constituye la raiz del arbol le asignaremos el indice 1, mientras que a los
r hijos del nodo k le asignaremos los indices {k-r+j | 0 < j < r}. Asi, el
conjunto de nodos del segundo nivel serd {r+7j, 0 < j < r}, el del tercer nivel
{r?+ 7, 0 <j <r?},y asf sucesivamente. Esta notacion tiene como ventaja
que es muy fécil determinar el padre y los hijos de un determinado nodo. La
desventaja es que los enteros utilizados no son, en general, consecutivos. En
la figura 1.6 mostramos un arbol 3-ario de 3 niveles.

1.2.3 Representacion de los grafos

Existen dos métodos estandar para representar un grafo en un computador.
El primer método utiliza una matriz de adyacencias y el segundo método,
una lista encadenada [21, 68].

Consideremos un grafo G(V, E') con N nodos numerados {1,2---, N}. La
matriz de adyacencias de este grafo es una matriz N x N, A = (a;;), definida
de la siguiente forma:

1 si (Ui,’l}j) € Fq
am- = (15)
0 en otro caso

Las matrices de adyacencias de los grafos de las figuras 1.5 y 1.3 son, respec-
tivamente,
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a b c d e
0 011000
a 01 101
1 1 00110
b 00110 (1.6)
2 1 00 001
c 00011
3 01 0O0O0O
d 00100
4 01 0O0O0O . 01000
5 001000

Vemos que la matriz de adyacencias de un grafo no orientado es simétrica.
Esta matriz puede ser modificada facilmente para los grafos con pesos,

w(vi,v;) st (vi,v;) € Eg
;5 = 0 si g :] (17)
o0 en otro caso

El espacio necesario para almacenar la matriz de adyacencias de un grafo
de N nodos es O(N?). Un grafo G(V, E) es disperso (sparse) si |E| <
O(|V?]), en otro caso es denso. Si el grafo es disperso seria muy ineficiente
almacenarlo como una matriz N x N ya que la mayoria de los elementos
de la matriz son ceros y no necesitan ser almacenados explicitamente. Para
matrices dispersas es muy comun almacenar sélo las entradas no nulas y sus
posiciones en la matriz, [64].

La segunda forma de representaciéon de un grafo es mediante una lis-
ta encadenada. Para representar el grafo G(V,E) se construye el array
Adj[L---|V|] de listas. Para cada v € V, Adj[v] es una lista encadenada
a todos los nodos u tal que (u,v) € Eg. La figura 1.7.a muestra la repre-
sentacion de esta lista para el caso de la figura 1.3. En el caso de un arbol
la representacion puede hacerse con una lista encadenada arbol como se ve
en la figura 1.7.b. Esta es la representaciéon del arbol de la figura 1.5. Cada
elemento tiene un puntero que indica su padre y otros punteros que indican
los hijos.

Para simplificar el almacenamiento de un arbol completo utilizaremos
una lista secuencial [21]. El drbol se almacena en un array As[l---N], se-
cuencialmente por niveles. De esta forma la raiz serd el elemento As[0], el
ConJunto de nodos del segundo nivel serd {1+, 0 < j < r}, el del tercer nivel
0<)< 7“2} y asi sucesivamente. Esta representacién tiene como
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X0

Al )b} el } Helx] |
b | L] | Lelx s R

X
o[ +ofd] +elx] i |
df e X |
3] 4] |']5
le| 4—b|X] XX XIX] XX

(a) (b)

Figura 1.7: (a) Representacién de lista de adyacencias del grafo de la figura
1.3. (b) Representacién del arbol de la figura 1.5 con una lista encadenada
arbol.

ventajas su facilidad para determinar el padre y los hijos de un determinado
nodo y ahorro de memoria, pues ocupa solo O(N) elementos de memoria.

1.3 Paralelizaciéon de algoritmos

La paralelizacién de algoritmos sobre sistemas multiprocesadores con memo-
ria distribuida precisa de un buen balanceo de la carga computacional entre
los PEs y de la reduccién de las comunicaciones. Para algunas aplicaciones,
conseguir un buen mapeado de los datos y de las computaciones sobre los
PEs es considerablemente dificil.

1.3.1 Descripcién del problema

Una aplicacién paralela puede describirse mediante un grafo con pesos
G(Vg, Eg) llamado grafo de tareas. Los nodos del grafo representan las
tareas que quizas puedan ser ejecutadas concurrentemente y los arcos repre-
sentan las dependencias entre ellas. Existe un nodo v € V; para cada tarea
y un arco orientado < u,v >€ FEg si la tarea u envia datos a la tarea v. El
peso de un nodo de G, we(u), es el tiempo de ejecucién de la correspondiente
tarea, que a su vez es dependiente del nimero de instrucciones o de opera-
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ciones en punto flotante ejecutadas por v. El peso de un arco, cg(< u,v >),
es el tiempo de las comunicaciones desde u a v, que a su vez es dependiente
del nimero de datos transmitidos.

El sistema paralelo se representa por un grafo P(Vp, Ep), llamado grafo
de PEs.

El problema del mapeado consiste en encontrar una funcion ¥ : Vo —
Vp, que asigne tareas a los PEs de manera que el tiempo de ejecucion,

te = to + teom. (1.8)

sea minimo. Suponiendo que el computador es homogéneo, es decir, una
tarea se ejecuta idénticamente sobre cualquier PE, todos los pesos ¢, y w,
son idénticos. Una técnica de mapeado eficiente debe encontrar un buen
compromiso entre la localidad de los datos y el balanceo de la carga. La
localidad de los datos influye en la minimizacién y en el ocultamiento de
las latencias asociadas a la comunicacion interprocesador. Una carga bien
balanceada permite que todos los PEs terminen aproximadamente al mismo
tiempo y minimiza el volumen de las comunicaciones.

En resumen, la solucién del problema del mapeado consta de dos fases:
en primer lugar, realizar una particion de los nodos Vi en P subconjuntos

disjuntos y, a continuacion, proyectar el grafo cociente sobre el grafo de los
PEs (P PEs).

1.3.2 Trabajos previos

Encontrar una solucién exacta y éptima al problema del mapeado es un pro-
blema NP—completo [19, 51] que requiere una gran cantidad de computacién.
Esto es asi porque si consideramos que el nimero de nodos del grafo es igual
al numero de PEs, entonces el problema de buscar una proyeccion optima
es equivalente al problema de isomorfismo de grafos, del que se sabe que es
NP-completo (es decir, que no existe ningin algoritmo de complejidad po-
linémica para resolverlo [42]). Algunos métodos heuristicos han aparecido en
la bibliografia que no encuentran una solucién exacta pero si una solucion
casi 6ptima en un tiempo razonable.

Un algoritmo conocido como network flow ha sido propuesto en [102]
para asignar problemas a sistemas de PEs de memoria distribuida. En el
caso de un sistema de dos PEs la asignacion es éptima. No es conocida una
extension de la técnica network flow a sistemas con més de dos PEs. En [103]
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se propone una asignacion para el caso de tres PEs, pero no es la solucién
optima.

Kung y Stevenson [75] estudiaron la relacién entre transferencia légica y
transferencia fisica y desarrollaron la técnica linear mapping en un esfuer-
zo por mapear algoritmos en redes de interconexién fijas. Lin y Moldovan
[75] utilizan cyclic mapping para mapear algoritmos sobre multicomputado-
res de topologia malla y el mapeado de algoritmos con permutaciones con
barajamiento perfecto.

Bokhari [19, 20] utiliza una heuristica iterativa, que combina métodos
deterministicos y probabilisticos, para proyectar un grafo sobre la Finite
FElement Machine (FEM) desarrollada en el NASA Langley Research Cen-
ter, y considerando el nimero de vértices del grafo igual al nimero de PEs.
Este método intenta maximizar la B—cardinalidad de la proyeccién. La B—
cardinalidad de una funcién de mapeado es una medida de la calidad del
mapeado a través del nimero de arcos del grafo del problema que son pro-
yectados sobre arcos del grafo de los PEs. Es decir, se intenta maximizar
el nimero de nodos vecinos en el grafo que se proyectan sobre PEs vecinos
en la FEM. Este método tiene varios problemas. En primer lugar, su com-
plejidad es muy elevada, por lo que es ineficiente para problemas grandes.
Ademads, al maximizar la B-cardinalidad no se tienen en cuenta los nodos
vecinos asignados a PEs muy separados entre si.

Otro método iterativo es el presentado en [51] para la proyeccién de un
grafo no estructurado de tareas sobre un hipercubo, en concreto, la Connec-
tion Machine CM—2. Este método, denominado Cyclic Pariwise Fxchange
(CPE), intenta minimizar la funcién objetivo, I';, que representa la suma
para todas las aristas del grafo, del coste de comunicaciones de cada aris-
ta. El principal problema de este método es que, al tomar I'; como funcién
objetivo, no se tiene en cuenta que existen comunicaciones entre tareas que
pueden ser llevadas a cabo en paralelo.

Otros métodos heuristicos no iterativos son, por ejemplo, la descompo-
sicion scatter, la descomposicion binaria y los métodos de distribucion en
tiras.

La descomposicién scatter (también llamada proyeccion modular) ha sido
aplicada a la descomposicion y posterior proyeccion de dominios altamente
irregurales [38]. Este método intenta balancear la carga descomponiendo
el dominio del problema en un nimero g grande de clusters rectangulares,
siendo ¢ mucho mayor que el nimero de PEs. Posteriormente estos bloques
se distribuyen de forma ciclica entre los PEs. Discusiones detalladas de esta
técnica pueden encontrarse en [77].
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La descomposicidn binaria recursiva (BRD) [17] intenta maximizar la fun-
cién objetivo I'g. Para ello, el grafo es dividido en subgrafos por una biseccion
ortogonal recursiva multiple. Inicialmente, el grafo se parte a la mitad por
una linea horizontal o vertical, intentando que cada mitad tenga la misma
carga computacional. Cada una de las dos mitades es dividida con una linea
ortogonal a la anterior, manteniendo el criterio de reparticiéon de la carga.
El proceso se repite hasta que el nimero de subgrafos iguala al nimero de
PEs. Esta técnica asegura un buen balanceo de la carga pero, sin embargo,
no tiene en cuenta el efecto que pueden producir las comunicaciones de lon-
gitud mayor que uno. Romero y Zapata [86] proponen una modificacién que
denominan método de descomposicion recursiva multiple para implementar
el producto matriz dispersa—vector sobre un multicomputador con topologia
malla.

Otro grupo de técnicas de proyeccién es el que se engloba bajo el nombre
de distribucion en tiras o strip partitioning. Estas técnicas se basan en las
descomposicién del grafo en un conjunto de P tiras (strip), donde P es el
nimero de PEs, todas con la misma carga computacional, y donde cada tira
solo necesita comunicarse con sus dos tiras vecinas. Estas tiras se proyectan
sobre el computador paralelo de forma que tiras vecinas se situen en PEs
adyacentes. Por tanto, esta técnica es especialmente adaptable a arquitec-
turas lineales, u otras arquitecturas que pueden emular a estas (hipercubos,
mallas, etc.). Se pueden nombrar entre otras, 1-D Strip Partition [87], la
distribucion en tiras en un sentido (1-Way Strip Partition) o DTS [82, 81],
y la 2-D Strip Partition [87].

Otro método de mapeado es el mapeado basado en indices (index—based)
[114]. Este método esta basado en la conversién de coordenadas multidimen-
sionales a indices unidimensionales de forma que se mantenga la proximidad
de los nodos en el espacio multidimensional. Los nodos del primer grafo se
proyectan en una red de tamafio 2" x 22 x - - - x 2!, Cada nodo se representa
ahora por una tupla (coord, coords, - -+, coordy). Esta tupla se transforma
en indice unidimensional usando una curva que llena el espacio (space—filling
curve). Una vez que se han obtenido los indices de cada nodo, éstos se
ordenan segtn el valor de su indice. A continuacién se divide la lista en
P subconjuntos consecutivos de igual carga computacional. Cada sublista
representa una particion. Este método se ha aplicado eficientemente a algo-
ritmos de ordenamiento [107], operaciones quadtree [95], imagenes dispersas
[96] y simulacién de N cuerpos [114, 79, 83] sobre maquinas paralelas.

Una metodologia general para el mapeado de algoritmos secuenciales so-
bre hipercubos es el propuesto por Rivera, Zapata y col. [85]. El procedi-
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miento implica las siguientes etapas:

1. Analisis del algoritmo secuencial a nivel de lazo, identificando los lazos
anidados independientes. Estos lazos definen el nimero de dimensiones
del algoritmo secuencial.

2. Particionado de las dimensiones del hipercubo en subconjuntos asocia-
dos con los lazos indepedientes del algoritmo secuencial.

3. Distribucion entre los PEs de las variables que participan en el algorit-
mo de acuerdo a la distribucién y modo de almacenamiento elegido.

4. Diseno del algoritmo paralelo. Este algoritmo paralelo es el resultado
de los pasos 2 y 3, anadiendo los mensajes de comunicacion para las
transferencias interprocesador de los datos necesarios que no estan en
la memoria local.

5. Optimizacion del algoritmo mediante la eleccion de la particién en el
paso 2 y la distribucion de los datos del paso 3. Esta optimizacion se
realiza utilizando pardametros como eficiencia, aceleracion, redundancia
de los datos y balanceo de la carga, entre otros.

La aplicacion de este procedimiento ha permitido obtener algoritmos pa-
ralelos eficientes en los campos del dlgebrea matricial densa y en el procesa-
miento de imagen y senal [22, 120, 121].

Nosotros utizaremos la proyeccién vector (mapping vector) para particio-
nar y proyectar los algoritmos sobre maquinas paralelas de topologia malla.
Mostraremos que este método es extremadamente rapido, facil de paralelizar,
y produce un buen mapeado para una amplia clase de algoritmos.

1.4 La proyeccion vector y la representacion
indice—digito

Durante la evaluacién de un algoritmo sobre un multiprocesador es necesario
redistribuir los datos dentro y entre las memorias locales de los PEs en una
gran variedad de formas, tanto regulares como irregulares. En general, esto
implica complejos movimientos de datos; visualizar el movimiento de los
datos y saber dénde estan después de las redistribuciones puede ser bastante
dificil.
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El método que empleamos simplifica la tarea para un gran rango de pro-
blemas usando una representacion compacta del mapeado de los datos sobre
la memoria [5, 14, 7]. Se basa en la proyeccién vector [36] y en la represen-
tacion indice-digito [39].

Consideremos una secuencia unidimensional de datos de tamano N = r",
siendo la base r una potencia de 2. Denotaremos esta secuencia de datos
usando la representacion indice-digito [39]. En esta representacién, cada
dato de la secuencia se denota por la descomposicion en base r de su indice.
Es decir, el dato a(t) con indice t = ¢, - r" 1+ -+ 4ty - 7 + t; se escribe en
la forma,

[ty tot]. (1.9)

Consideremos un multicomputador con topologia malla bidimensional y
con memoria distibuida. La zona de memoria en este computador puede
considerarse tridimensional, donde dos de las dimensiones localizan la coor-
denadas del PE dentro de la malla (fila, columna), y la tercera la posicién
en la memoria local de cada PE. Si las dimensiones de esta zona de almace-
namiento son

rxort xor?, (1.10)

la representacion indice—digito se puede escribir de la forma,

[l‘u"'xlayv"'ylazw"'zl]' (1'11)

El método de la proyeccion vector realiza el mapeado del array de datos
sobre la memoria de los PEs mediante la asignacién biyectiva de indices de
datos a indices de las posiciones de memoria de los PEs. La asignacién puede
escribirse,

[t tati] — [Ty T, Yo Y1y 20 21] (1.12)

donde los indices t; se asocian con uno de los campos x, y o z, es decir,
memoria, fila o columna, segin la distribucién que se realice (n = u+v+w).
Los modos de distribuciéon mas utilizados son el almacenamiento por blo-
ques y el ciclico [119]. También se pueden utilizar los esquemas por bloques
desplazados, ciclico balanceado y la distribucién ciclica plegada.

Consideraremos que la malla estd compuesta de V' x W PEs (distribuidos
en V filas y W columnas). Cada PE dispondrd de una memoria local de
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U= N/(V x W) datos. En el caso particular de que V' y W sean potencias
de la base (V =" y W = r") y con una distribucién ciclica de los datos
[119], la expresién (1.11) puede escribirse en la forma

[memoria, fila, columnal (1.13)

con la asignacién memoria = t, - - -ty 1wi1, fila =ty -ty y columna =
ty---t;. Es decir, el dato de indice de la ecuacién (1.13) se asigna a la
posicién de memoria memoria del PE de coordenadas (fila, columna). Con
una distribucién por bloques, la coordenada memoria se asignaria a los digitos
menos significativos de los indices,

[fila, columna, memorial (1.14)

con fila =t, - tyiur1, collumna =ty - --tyr1, memoria =t,---t,. Para
el caso de una malla 4 x 4 , una matriz de 2% elementos y distribucién ciclica
resulta,

[8765,43,21] (1.15)

mem ila col

{

con una distribucion por bloques,

(87,65,4321] (1.16)

fila col mem

y con una distribucién ciclica por filas,

876543, 21] (1.17)

En la figura 1.8 mostramos las tres distribuciones para una malla 4 x 4 y
una matriz de 2° elementos.

Para tener los datos con indices adyacentes en el mismo PE o en PEs
vecinos, la distribucion apropiada es seguir un ordenamiento serpiente,

mem Tty 11

bt tutt si lwtut1 = 0

col (1.18)

bwtu ™ utt si lwtut1 = 1
fila =ty twruss
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32 48 33 49 34 50| 35 51

36 52 37 53 38 54 39 55

_
[65 43 21]
mem fila col 8 24 9 25| 10 26 | 11 27
40 56 | 41 57 | 42 58 | 43 59
12 28 | 13 29 | 14 30| 15 31
44 60 | 45 61 | 46 62 | 47 63
(@)

16 17 | 20 21 | 24 25 | 28 29
18 19 | 22 23 | 26 27 | 30 31

B —
[65 43 21]

fla col mem 32 33 36 37 40 41 44 45
34 35| 38 39 | 42 43 | 46 47

48 49 | 52 53 | 56 57 | 60 61
50 51 | 54 55 | 58 59 | 62 63

(b)

32 48 36 52 40 56 44 60

33 49 37 53 41 57 45 61

—_—
[65 43 21]

mem col fila 2 18 6 22 10 26 14 30
34 50 38 54 42 58 46 62

35 51 39 55 43 59 47 63

(€)

Figura 1.8: Distribucién de una matriz de 2° elementos sobre una malla
de 4 x 4 PEs. (a) Distribucién ciclica por columnas. (b) Distribucién por
bloques. (c¢) Distribucién ciclica por filas.
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Para mayor claridad del texto supondremos que U, V' y W son poten-
cias de la base. Esto supone una pérdida de generalidad que puede evitarse
considerando la representacion binaria del indice de los datos, en vez de la
representacion indice—digito. Si U, V' y W no son potencias de la base, debe-
mos repartir los bits del digito frontera entre las dos dimensiones adyacentes
(memoria 'y fila), o (fila y columna). Més adelante veremos en detalle este
proceso.

1.5 Permutaciones indice—digito

Para formular los algoritmos sobre un multicomputador con topologia malla
vamos a definir un conjunto de operadores algebraicos que nos permitirdn
describir las operaciones realizadas sobre los datos. Estos operadores se defi-
nen mediante distintas permutaciones indice—digito. Para la escritura de las
expresiones de los operadores seguiremos la convencion izquierda a derecha
de composicion de los operadores. Por ejemplo, la expresion ¢ - ¢ indi-
card que primero se generara el flujo de datos definido por el operador ¢, y,
a continuacion, el correspodiente a ¢,.

Definiremos dos tipos de operadores correspondiendo, respectivamente,
a computaciones y comunicaciones. Los operadores del primer tipo repre-
sentan operaciones aritméticas de tipo in—situ sobre los datos contenidos en
las memorias locales de los PEs. Una operacion de tipo in—situ escribe los
resultados de las operaciones en las mismas posiciones que los datos emplea-
dos en su calculo. Definimos los siguientes operadores que representan las
computaciones,

Definicién 3 Los operadores mariposa (butterfly), B;, B, y B! realizan las
stguientes operaciones sobre los datos,

1. B; lee conjuntos de r datos que difieren en su i-éstmo digito
{[tn---ti---t1], 0<t; <r}),

2. B! es semejante a B;, excepto que también lee los r — 1 datos

3. Bl es semejante a Bi, excepto que también lee el dato (] t,---tiv1
{r—1}t;y--+t;]+[0---010---0]),

y escriben los 1 resultados en las posiciones de memoria ({[t, ---t;---t1], 0 <
t; < 7”})
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Figura 1.9: Los operadores mariposa (B;, B!, B!') para secuencias de N =8
datos, base r =2 e = 1.

En estas definiciones, las operaciones + y — que se realizan sobre la
representacion indice-digito se entienden de la siguiente manera. Si la re-
presentacién indice—digito a y b son a = [a, -+ -a1] y b = [b, - - - by], entonces
[ay -+~ a1] + [by - - - b1] es la representacién indice-digito de a + b.

Estos operadores se muestran en la figura 1.9. Puesto que estamos in-
teresados so6lo en el reagrupamiento de los datos, consideraremos que las
computaciones que se realizan son arbitrarias. La definicion de estos opera-
dores implica que el conjunto de r datos que se combinan esta contenido en
la memoria local de un unico PE. Este operador conmutara con las redis-
tribuciones de datos entre PEs que mantengan este requerimiento. Nosotros
realizaremos redistribuciones de este tipo con el objeto de optimizar los al-
goritmos. Para simplicar la notacion, escribiremos B = B,,. En la figura
1.10 mostramos un ejemplo de aplicacién del operador B sobre una malla de
tamano 2 x 2.

Los operadores del segundo tipo representan redistribuciones de datos
entre PEs. Para un operador genérico ¢, la expresién @[z, y, z] = [2/, ¢/, 2],
significa que los datos situados en la posicion x—ésima de la memoria local
del PE de coordenadas (y, z) se desplaza a la posiciéon de memoria z'—ési-
ma del PE de coordenadas (y,2'). Entre los operadores que representan
comunicaciones, definimos los siguientes,

Definicioén 4 El operador intercambio, F; ;, 1 > j, realiza el intercambio de
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Figura 1.10: Aplicacién del operador mariposa, B, y Bs base 2, y B, base
4 sobre una secuencia de longitud 16 en una malla de tamano 2 x 2. Los
conjuntos de datos marcados son los que se recombinan.

los digitos © y j—€ésimo de la representacion indice—digito de los datos,

Ei,j[tn ety 'tl] = [tn"'tj .. 'ti"'tl] (1_19)
Este operador coincide con su inverso, pues I; ;jE; j = 1.
Definicién 5 El operador barajamiento perfecto, o;j, i > j, realiza un des-

plazamiento ciclico hacia la izquierda de los digitos comprendidos entre las
posiciones i y j-ésima de la representacion indice-digito de los datos,

Ji,j[tn v tl] = [tn e ti-l—lti—l e tjtitj—l e tl] (120)
Definiciéon 6 El operador desbarajamiento perfecto, I'; ;, © > j, realiza un

desplazamiento ciclico hacia la derecha de los digitos comprendidos entre las
posiciones i y j-ésima de la representacion indice-digito de los datos,

Fi,j[tn ety =t tipatjti - tipatiog - -t1]. (1.21)

Este operador y el anterior son inversos, pues claramente se verifica
0ijlij = 1.
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Definiciéon 7 El operador digito—inverso, p;;, © > j, invierte el orden de
los digitos comprendidos entre las posiciones i y j-ésima de la representacion
indice-digito de los datos,

Pijltn -~ t1] = [tn - tigatjtjpr - -ty - - ). (1.22)

Este operador coincide con su inverso, pues p; jp; j = 1.

Por ejemplo, aplicando los operadores anteriores a una secuencia unidi-
mensional de N = 8 datos y r = 2, resulta,

(76543210) — (73516240)

(76543210) — (73625140) (1.23)

(765432100 — (75316420)

(76543210) — (73516240)

En la figura 1.11 mostramos la implementaciéon de los operadores I', o, p
y E sobre una malla de tamano 2 X 2 con una representacion indice—digito
base 2, [ ts , to , 11 ]
o N
mem  fila col

Precisamos también definir los dos siguientes operadores,

Definicién 8 FEl operador barajamiento perfecto sobre dos subcampos de digi-
tos, oi ki, © > J >k > 1, realiza un desplazamiento ciclico hacia la izquier-
da desde el digito v al j—ésimo y desde el k al [-ésimo de la representacion
indice—digito de los datos,

Oighaltn - t1] = [t tigati - titpty 1 tegatp 1ottt - 1]
(1.24)

Noétese que 05 j 1 # 0 ;0k,; sin embargo o; k1 = 040k, E; .

Definicién 9 El operador desbarajamiento perfecto sobre dos subcampos de
digitos, Uy jr1, © > 7 > k > 1, realiza un desplazamiento ciclico hacia la de-
recha desde el digito © al j—ésimo y desde el k al [-ésimo de la representacion
indice—digito de los datos,
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Figura 1.11: Implementaciéon de los operadores base 2 intercambio, Ej;,
barajamiento perfecto, o3, desbarajamiento perfecto, I'; ; y digito-inverso,
p3,1 sobre una malla de tamano 2 x 2.

Uijpaltn - ti] = [tn - tiatiti -+ - tipatj 1 tegatjte - tipatiq - - 4]
(1.25)

El objeto de estas definiciones es disponer de operadores desbarajamiento
perfecto y barajamiento perfecto que modifiquen sélo las dimensiones me-
moria 'y columna.

Entre los operadores que hemos definido, se verifican una serie de re-
laciones que hemos incluido en la siguiente subseccion. Ademads, podemos
clasificar los operadores en cuatro categorias dependiendo del tipo de comu-
nicaciones que precisan:

1. Si el operador modifica solo la dimension memoria no requiere comu-
nicaciones.

2. Si el operador modifica las dimensiones memoria y fila, las comunica-
ciones tienen lugar en paralelo sobre las columnas.

3. Si el operador modifica las dimensiones memoria y columna, las comu-
nicaciones tienen lugar en paralelo sobre las filas.
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4. Si el operador modifica las dimensiones fila y columna las comunicacio-
nes tienen lugar en diagonal, atravesando tanto filas como columnas.

En el ejemplo de la figura 1.11, los operadores Es3; y p3; son del tipo 3,
mientras que los operadores o3 y I's; son del tipo 4.

1.5.1 Relaciones entre las permutaciones indice—digito

En este apartado obtendremos algunas relaciones que se verifican entre los
operadores definidos previamente.

El operador mariposa B; conmuta con todos aquellos operadores que no
modifican el digito i-ésimo, por ejemplo, B;E;, = E;iB; (i # j, k). En
cambio, si un operador modifica el digito i-ésimo, habra que tener esto en
cuenta. Podemos establecer el siguiente lema,

Lema 1
BiEi,j = Ei,ij (126)
Un,jBi = Bi,lan,j, 1 >j (127)
BiFn,j = Fn,jBi—la 1> (128)

Demostracion Inmediata, por comprobacién directa. O
Se verifican las siguientes expresiones relativas a los operadores intercam-
bio:
Lema 2
EijEir = EiyEj = Ej 1B (1.29)
EiiE; 1 E;j = Ej (1.30)

Demostracion Inmediata, por comprobacién directa. O

El lema 2 establece distintas relaciones entre las operaciones intercambio
que afectan a tres digitos.

Relativas al operador barajamiento perfecto, podemos demostrar las si-
guientes relaciones,

Lema 3

0ij = 0ijr1Eji1; = 0im1Eij = Eijoij1 = Eii10i-1, (1.31)
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Demostracién Inmediata, aplicando la definicion de los operadores. Por
ejemplo, la primera igualdad de (1.31) se demuestra de la siguiente forma

OijrrBjsjltn - ] = Ejrltn - tisation - Ggatity - - 1]
= [ta---tipatiog -ttty -] (1.32)
= 0Oijltn 1]

O

El lema 3 proporciona una relacion entre la permutacion barajamiento
perfecto y la correspondiente que desplaza un digito mas.

Lema 4

i—1 i—1 i—j
Oij = HEHC = HE/H‘IJ = H Ei ki1 (1.33)
k=j k=j k=1

Demostracion Inmediata, aplicando recursivamente el lema 3. O

El lema 4 proporciona la descomposicion de la permutacién barajamiento
perfecto, 0; ;, en ¢ — j operaciones intercambio. La teorfa de grupos demues-
tra que cualquier permutacion sobre 1 — j 4+ 1 elementos puede expresarse
como composicién de i — j intercambios (transposiciones). En el caso de la
permutacién barajamiento perfecto éste es el niimero minimo de intercambios
que se pueden usar, aunque son posibles otras descomposiciones que utilizan
¢ — 7 0 mas intercambios.

Lema 5
Oij = Oikt10k,jEkt1j = EikOi k1108 = Oi g1 Epp1 10k 5 (1.34)
También son validas las siguientes expresiones alternativas
Oij = Ok,jOik+1Ek11,5 = EikOk,jOi k1 = Ok jEi j0i k11 (1.35)

siendo, en ambos casos v >k > j.

Demostraciéon Inmediata, aplicando el lema 3. O

El lema 5 establece que la permutacién barajamiento perfecto o;; (que
desplaza el campo de digitos situado entre las posiciones ¢ y j-ésima) puede
descomponerse en dos subpermutaciones que desplazan los campos {i, ..., k+
1} y {k,...,j} més una operacién de intercambio.

Se verifica el siguiente lema,
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Lema 6

S S S
H Oni = H Eoiig H On,2s+1,s,i (1.36)
=1 i=1 i=1

Demostracién Por induccién en la variable j sobre la ecuacion siguiente:

S

S
_ s—j+1
H Oni = (UQS,j) H On,2s5+1,s,i (137)

i=j i=j
Esta ecuacién se verifica para j = s, como puede comprobarse por sustitucién
directa. Si suponemos que se verifica para j + 1, es decir

s s
H Onyi = (028,j+1)s_] H On,25+1,s,i (138)
1=j+1 1=j+1

entonces se verifica para j, pues,

S S

_ s—J

On,i = Onyj (U2s,j+1) On,2s+1,s,i
i=j i=j+1
S
_ s—j+1
= (02s) On2s+1,5, H On2s+1,8,i (1.39)
i=j+1

3 i S*j _ i S§— 1 i d b
ya que oy (09s41) = (02541,5) On2s+1,5,; cOMo puede comprobarse
por sustitucién directa, con lo que queda demostrada la expresién (1.37).
Ademas,

(0251)" = H Eoiii (1.40)
i=1

como puede comprobarse por sustitucion directa, con lo que queda demos-
trado el lema. O

Entre el operador barajamiento perfecto y el operador digito—inverso pue-
den establecerse las siguientes relaciones,

Lema 7
i—j i—j
[T oier =11 o5ses = ris (1.41)
k=0 k=0

coni>j.
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Demostracién Inmediata, por induccion. O

Relaciones similares a las de los lemas 3 a 7 pueden establecerse para la
permutacién desbarajamiento perfecto I'; ;. Puesto que I';; = (0;;) ', las
expresiones para el operador desbarajamiento perfecto se obtienen a partir
de las correspondientes expresiones para el operador barajamiento perfecto,
invertiendo cada uno de los operadores y el orden en las cadenas de opera-
dores.

El siguiente lema relaciona operadores del mismo tipo para diferentes
bases.

Lema 8 Los operadores base r? pueden expresarse a partir de los correspon-
dientes operadores base r de la siguiente forma

r r
r? r r . ,
B - (H Bnk+1> Pnn—r+1 = Pnn—r+1 H Bn7r+k (142)
k=1

k=1

2

N
E:y = HE:(i71)+k,r(j71)+k (1.43)
k=1

2

.
Oij = Hoz(z’fl)ﬂ,r(jﬂ)ﬂ (1.44)
k=1

T'2 T
Fi,j = H Fr(i71)+1,r(j71)+1 (1.45)
k=1

en donde hemos indicado con un superindice la base de los operadores.

Demostraciéon Inmediata por comprobacién directa. O

1.6 Multiprocesadores utilizados

En esta secciéon presentaremos las maquinas paralelas con las que hemos
trabajado, en concreto el AP1000 de Fujitsu y el T3E de Cray. Ambas
maquinas son multiprocesadores con topologia malla y memoria distribuida.
Utilizaremos el modelo de programaciéon de pase de mensajes. Las rutinas
que permiten realizar estas operaciones son extensiones de un lenguaje de alto
nivel, como el C 0 FORTRAN. También estdn disponibles entornos estandard
como MPT [50].
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RTC

Red de toro (red T)

Figura 1.12: Estructura del computador multiprocesador AP1000.

1.6.1 El AP1000 de Fujitsu

El AP1000 es un computador multiprocesador de memoria distribuida comer-
cializado por Fujitsu. Este computador tiene una topologia de toroide 2-D.
Consta de 64 a 1024 PEs o celdas los cuales se encuentran interconectados
mediante tres redes de comunicacién independientes, como puede observarse
en la figura 1.12. Estas son:

e Red de difusion o red B, para comunicaciones de 1 a N, entre el pro-
cesador host y los PEs, asi como para distribucion y recoleccion de los
datos.

e Red toroide o red T, para comunicaciones punto a punto entre los PEs.

e Red de sincronizaciéon o red S, empleada en las sincronizaciones de
barrera.

Los PEs del AP1000, cuya configuracién se muestra en la figura 1.13, cons-
tan de: una unidad de enteros (IU), una unidad de punto flotante (FPU), un
controlador de mensajes (MSC), un controlador de encaminamiento (RTC),
una interface con la red B (BIF) y 16 Mbytes de memoria RAM dindmica
(DRAM). La IU, la FPU y una cache de 128 Kbytes estan conectadas al
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50 Mbyte/s

SPARC
1U+FPU

DRAM
controller
DRAM

16 Mbyte Cache

25 Mbytels
25 Mbyte/s % 25 Mbytels
T-net
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Figura 1.13: Configuracién de los PEs del computador AP1000.

MSC. Durante la operacién normal, los MSCs trabajan como controladores
de memoria cache con un esquema de ubicacién directa y una estrategia de
postescritura (copy-back) de actualizaciéon de la memoria principal, siendo el
tamano de los bloques de cuatro palabras.

El MSC, RTC, BIF y el controlador DRAM de cada PE estan conectados
a través de un bus local (LBUS en la figura 1.13), que es un bus sincrono de 32
bits. Ademas, cada PE tiene un conector al LBUS externo, que permite varias
opciones hardware tales como interface de E/S de alta velocidad, interface
de disco y memoria adicional.

Una estacién Sun—4/330 actiia como un computador host que efectia
tareas de control. Los interfaces del host estan constituidos por una interfaz
VME-bus, una interfaz B-net y una memoria local de 32 Mbytes.

1.6.2 El Cray T3E

El Cray T3E [93] implementa un espacio de direcciones almacenadas sobre
una memoria distribuida (sobre 2GB por PE). Cada PE contiene un DEC
Alpha 21164. Puede constar de 16 a 2048 PEs conectados mediante una red
bidireccional en toro tridimensional, ver figura 1.14, con un gran ancho de
banda. La velocidad de comunicacion entre PEs en cualquier direccion a
través del toro es de 480 Mbytes/s.
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Cada celda del T3E, como se puede ver en la figura 1.15, incluye: un
microprocesador DEC Alpha 21164, una memoria local, un router de comu-
nicacién y una logica de control.

El sistema de memoria es l6gicamente compartido y fisicamente distribui-
do, con lo que todos los PEs tienen su memoria local, pero pueden acceder
a la memoria de los otros PEs sin necesidad de utilizar un protocolo de pa-
so de mensajes. Asi, este multiprocesador se puede programar utilizando
un modelo de pase de mensaje (MPI o PVM), o utilizando un modelo de
programacién de memoria compartida (HPF).

El T3E aumenta el interface de memoria del microprocesador DEC 21164
con un conjunto de registros externos (E-registros). Estos registros se utilizan
como fuente o destino para las comunicaciones remotas. Todas las comuni-
caciones remotas y las sincronizaciones se realizan entre los registros y la
memoria.

\
\

I:]/[

B
b

\
\

%
.

\

D/L | D/k_‘I

Figura 1.14: Red 3D toro.
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Figura 1.15: Diagrama de bloque del PE del Cray T3E.
1.7 Rendimiento de un algoritmo paralelo

En esta memoria describiremos una serie de algoritmos paralelos con ayuda
del algebra de operadores que hemos presentado. Para medir la efectividad
de los algoritmos se han propuesto una serie de paramétros [75] entre los que
seleccionamos los siguientes:

e Aceleracién, (S,). El factor de aceleracion (speed—up) de un programa
paralelo que emplea P PEs se define mediante la expresion

S, == (1.46)

donde T es el tiempo de ejecucién del mejor programa secuencial que
resuelve el problema sobre un PE y Tp es el tiempo de ejecucion sobre
P PEs. En otras palabras, la aceleracién muestra la ganancia de velo-
cidad de computacién paralela; cuanto mayor sea .S,, mejor. El factor
de aceleracion, como se muestra en la figura 1.16.a es normalmente
menor que el nimero de PEs (1 < S, < P), que seria el caso ideal.
Esto se debe al tiempo perdido debido a las dependencias de datos, a
las comunicaciones, sincronizaciones, y otros gastos requeridos por la
computacion paralela.

Aceleraciones mas grandes que el nimero de PEs, llamadas sobreacele-
raciones, se pueden obtener si el programa paralelo elimina computa-
ciones innecesarias y caminos erroneos del programa secuencial, como
puede ocurrir en casos particulares de problemas de busqueda. Tam-
bién pueden ocurrir sobreaceleraciones cuando la estructura de datos



1.7. Rendimiento de un algoritmo paralelo

35

del algoritmo paralelo pueda distribuirse completamente en las caches

de los PEs, mientras que en el programa secuencial deba utilizarse me-
moria principal.

1024 T T T T T T T T 2
512 - .z
ol ] © sobreacelerﬁ?}gp 77777777 o
Q st » B O |l e
— | sobreaceleracion .~ ideal - cC
- o ideal
- 32r ‘ B -1
= 16} 4 Q ° ° ° o o
| | S— o0 normal
8 ~ LIJ
ar normal b
.0 ]
1 L L L L L 1 1 1 05 L L L L L L L L
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512
Numero de PEs Numero de PEs

(a) (b)

Figura 1.16: (a) Gréficas de aceleraciones tipicas. (b) Graficas de eficiencias
tipicas.

e Eficiencia, (E,). La eficiencia de una computacién paralela se define
como la relacién entre el factor de aceleracion y el nimero de PEs

E, = % _ T

P P-Tp
Es una medida normalizada (toma valores comprendidos entre 0 y 1)
de la efectividad de una computacién paralela. En el caso ideal E, = 1,
(ver figura 1.16.b). Pero, normalmente, E, < 1 por los mismos motivos
que el factor de aceleracion.

(1.47)

Se define un algoritmo escalable, como el algoritmo que es N veces mas
rapido cuando se ejecuta sobre N PEs. La escalabilidad de un sistema parale-
lo es una medida de su capacidad para aumentar la aceleracién en proporciéon
al numero de PEs.
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Capitulo 2

La transformada rapida de
Fourier

2.1 Introduccion

La transformada de Fourier es una herramienta basica en areas cientificas
y de ingenieria tan diversas como la medicina, la actstica, el procesado de
imagenes, el diseno de sistemas y muchos otros campos. Durante anos, todos
estos campos han estado limitados en su desarrollo debido a que los algorit-
mos utilizados para calcular la transformada de Fourier empleaban un tiempo
prohibitivo.

En 1965 Cooley y Tukey [27] desarrollaron un algoritmo para acelerar
el cdlculo de la transformada discreta de Fourier (DFT). Este algoritmo co-
nocido como Fast Fourier Transform (FFT) DET base 2, estd basado en la
aplicacion del método de doblamiento sucesivo (DS). El método DS se basa
en la estrategia divide y vencerds (DV), la metodologia de diseno paralelo
mas ampliamente utilizada. Algoritmos paralelos basados en la estrategia
DV se utilizan en casi todas las areas cientificas. Algunos ejemplos son el
calculo de la suma de N elementos, la resolucion de sistemas tridiagonales, el
calculo de transformadas rapidas, la determinacion del camino minimo entre
dos nodos, etc.

El ejemplo més sencillo de aplicaciéon del método DS es la suma definida

N-1

X=) = (2.1)

1=0

La ejecucion secuencial de esta suma se muestra en la figura 2.1.a. La apli-

37
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cacion del método de DS consiste en descomponer la expresién 2.1 en dos
subsecuencias del mismo tipo que operan sobre la mitad de los elementos.

Reiterando el proceso sobre cada subsuma obtenemos el algoritmo de la figura
2.1.b.

La aplicacion del método DS consigue un flujo de datos muy regular que
permite su proyeccion eficiente sobre sistemas paralelos y, en muchas ocasio-
nes, también elimina las redundancias del problema, construyendo algoritmos
de mucha menor complejidad y mas rapidos que los de partida. Asi, la com-
plejidad algoritmica de la DFT de una secuencia de N elementos es de orden
O(N?), mientras que la de la FFT es O(N[log, N]). Esta reduccién pue-
de ser de varios 6rdenes de magnitud en determinadas aplicaciones. Por la
regularidad de acceso a los datos en la FF'T, se puede optimizar su rendi-
miento mediante un mapeado 6ptimo y una adecuada temporizacién de las
computaciones.

El algoritmo FF'T permiti6 resolver problemas hasta entonces inaborda-
bles. Con el fin de probarlo se efectué el andlisis de un temblor de tierra
sucedido en Alaska en 1964. El algoritmo clédsico requiriéo mas de 26 minutos,
mientras bastaron menos de dos segundos y medio con el nuevo para realizar
la tarea.

Desde la aparicion del algoritmo de Cooley y Tukey para la FFT en 1965
han surgido un gran nimero de algoritmos alternativos. Todos los algoritmos
obtienen el mismo resultado pero varian el cédlculo y el flujo de datos de los
resultados intermedios.

No revisaremos los algoritmos secuenciales de la bibliografia. Sélo ci-
taremos aqui algunos de los numerosos libros y monografias que han ido
apareciendo a lo largo de los afios. Destacan el libro de Rabiner y Gold [84]
y la recopilacién de trabajos [105] como una guifa bibliogréfica de algoritmos
secuenciales y vectoriales. Han sido presentada implementaciones de diferen-
tes versiones de la FFT sobre sistemas multiprocesadores [78, 13, 119, 31],
sobre computadores de topologia hipercubo [108], sobre computadores de to-
pologia malla [36, 11, 14], sobre computadores vectoriales [15, 25, 6, 53], y
sobre multiprocesadores con memoria distribuida [23], entre otros.

2.2 La transformada rapida de Fourier

La FFT es un algoritmo obtenido a partir de la DF'T aplicando la estrategia
DV [27]. La DFT de una secuencia {z(m), 0 < m < N} de N elementos, se
define a través de la siguiente ecuacion,
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Figura 2.1: Recurrencia del tipo suma sobre una secuencia de N = 8 datos,
(a) realizada secuencialmente, (b) realizada en paralelo aplicando el método

de DS.
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=Y a(m)Wik, k=0,1--+,N - 1. (2.2)

donde W](,n’f — e—J(2m/N)mk

La estrategia DV se aplica a una DFT de tamano N = r" dividiendo la
secuencia inicial de datos en r subsecuencias de longitud N/r (algoritmo base
r). Cada una de las subsecuencias obtenidas se subdivide en r subsecuen-
cias. Dependiendo del criterio de formacién de las subsecuencias se obtienen
los algoritmos Decimacién en Tiempo (DET) y Decimacién en Frecuencia
(DEF). A continuacién presentamos el proceso de obtencién de ambos algo-
ritmos para el caso de una secuencia x(m) de N datos, donde N es potencia
de dos (r = 2).

2.2.1 Decimacién en el tiempo

La secuencia se divide en dos subsecuencias de N/2 datos, x1(m) y xz2(m),
tomando los términos pares e impares de x(m) respectivamente,

z1(m) = x(2m) m=0,1,---,N/2—-1

(2.3)
xzo(m) =x(2m+1) m=0,1,---,N/2 — 1.
La DFT de la secuencia N datos puede escribirse como
N-1 N-1
X(ky= Y amWyr+ > a(mWyt (2.4)
m=0, m par m=0, m impar
y obtenemos la expresion
N/2—1 N/2—1
X(k)y= )" z@m)Wim* + Z (2m + WO (2.5)
m=0

renombrando

W]% _ [673(27r/N)] —e J2m/(N/2)) _ WN/2 (26)
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podemos reescribir X (k) como

N/2-1 N/2-1
X(k) = > wi(m)Wrh+WE Y aao(m)WEh
m=0 m=0
Xl(k) Xz(k) ( )

= Xi(k) + WxyXa(k)

donde las secuencias X (k) y Xo(k) son las DFTs de las secuencias de N/2
datos x1(m) y xa(m) respectivamente. X (k) estd definida para 0 <k < Ny
X (k) y Xo(k) estan definidas para 0 < k < N/2. La secuencia transformada
de los valores £ > N/2 se obtiene por la periodicidad de la DFT y por la

igualdad Wi 2 = —wk.

X1+W]]€7X2(k), 0<k<¥
X (k) = (2.8)
X=Xy 4+ wE M- ), Y<kp<N

Asi, las ecuaciones que relacionan una transformada de longitud /N con dos
subtransformadas de longitud N/2 son:

X (k) + WEX,(k), 0<k<?%

X(k) = (2.9)

Xk =) - WEX(h—¥), ¥ <h<N
En la figura 2.2 se muestra la evaluaciéon de una DFT sobre una secuen-
cia de 8 datos usando dos DFTs de longitud 4. Utilizaremos la notacién
grafica que se muestra en la figura 2.3: la flecha define una multiplicacién
por el factor colocado sobre ella, mientras que el circulo indica una adicién—
sustraccion, apareciendo la suma siempre en la parte superior y la diferencia

en la parte inferior. En general, todas las variables son nimeros complejos.

Si reiteramos el proceso de tal forma que cada una de las secuencias
x1(m) y xo(m) se dividen a su vez en dos subsecuencias (compuestas por los
términos pares e impares de las secuencias), entonces las DFTs de longitud
N/2 datos pueden obtenerse como una combinaciéon de DFTs de longitud
N/4. Este proceso se reitera hasta obtener subsecuencias de tamano minimo
(r datos), para las que el cdlculo de la DFT es inmediato. Por ejemplo, si
N =8, r = 2 y se realiza otro desdoblamiento sobre las subsecuencias de
longitud N/4 se llega a subsecuencias de dos datos (base de la transformada).
El calculo de estas DFTs se puede ver en la figura 2.4. Una DFT de dos datos,
F(k), k=0,1 puede ser evaluada por
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x(0) X1 (0) —— — X1(0) X(0)

x(1) X1 (1) —— — X1(2) X(1)
4-TDF

X(2) X1(2) —— — X1(2) X(2)

X(3) X1(3) —— — X1(3) X(3)

x(4) X2 (0) —— — X2(0)7 X(4)

X(5) X2 (1) —— — X(1)7, X(3)
4-TDF

X(6) X2(2) —— — X2(2)7, X(6)

x(7) X2(3) — — X2(3) X(7)

Figura 2.2: Evaluacién de una DFT de ocho datos a partir de dos DFTs de
cuatro datos.

a a+b

Figura 2.3: Notacion grafica empleada para indicar las operaciones que se
realizan sobre los datos en la FFT base 2.
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x(0) x1(0) a(0) otoE | A(0) X1(0) X(0)

x(1) x1 (1) >< a(l) — — A@) Xy (1) X(1)

x(2) x1(2) b(0) — — B(O) X1(2) X(2)
2-TDF

x(3) x1(3) b (1) — B() X1 (3) X(3)

x(4) %2 (0) c(0) — C() X2 (0)7,, X(4)
2-TDF

x(5) %2 (1) >< c(l) — — C@) Xz (1), X(5)

x(6) X2 (2) d@©) — — DO~ X2(2)7, X(6)
2-TDF

x(7) X2 (3) d() — D@ X2 (3) X(7)

Figura 2.4: Evaluacién de una DFT de una secuencia de 8 datos a partir de
cuatro DFTs de dos datos (algoritmo FFT).

F(0) = £(0) + f(1)Wy
(2.10)
F(1) = £(0) + f(1)Wy

donde f(n) es la secuencia de entrada de dos datos que se transforman.
Como W =1y W¢ = —1, ninguna multiplicacién es necesaria para evaluar
la ecuacién (2.10). Asi, la DFT de 8 datos de las figuras 2.2 y 2.4 se pueden
reducir al flujo de datos de la figura 2.5.

El algoritmo que hemos descrito se llama decimacion en el tiempo, (DET),
porque en cada paso del algoritmo la secuencia de entrada, dominio del tiem-
po, se divide en subsecuencias menores. La secuencia de entrada es decimada
en el tiempo. La operacion basica de la DET se llama mariposa. Esta ope-
racion se realiza sobre dos datos A y B que dan dos salidas X e Y mediante
la expresion,

X =A+W}B
(2.11)
Y=A-WEB

en la figura 2.8.a se muestra el flujo para una mariposa DET.

La complejidad algoritmica de la DFT de una secuencia de N datos com-
putada a partir de la definicién es de orden O(N?), mientras que la del
algoritmo rapido, FFT, es de orden de O(N log, N).
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x (0)
x (4)
X (2)
X (6)

X (0)
X (1)
X (2)
X (3)
X (4)
X (5)
X (6)
X (7)

x (1)
x (5)
X (3)

x (7)

Figura 2.5: FFT de una secuencia de 8 datos obtenida por la técnica DV en
base 2.

2.2.2 Decimaciéon en frecuencia

Otra version de la FFT es la llamada decimacion en frecuencia, DEF. En
este caso, la secuencia de entrada x(m), se parte en dos subsecuencias, cada
una de longitud N/2. La primera secuencia x;(m) consiste en los primeros
N/2 datos de x(m), y la segunda, x5(m) consiste en los tiltimos N/2 datos
de z(m),

z1(m) = xz(m) m=0,1,---,N/2 -1
(2.12)
zo(m) = x(N/2+m) m=0,1,---,N/2 -1

La DFT de longitud N de la secuencia x(m) puede ahora escribirse

N/2—-1 N-1
X(k) = D amWiF+ > a(m)Wik
m=0 m=N/2
(2.13)
N/2—-1 N/2—-1
= > amWEE+ S ay(m)wy
m=0 m=0

y usando el hecho de que W]]f,N/Q = eI se llega a la siguiente relacién,
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N/2—-1
X(k) = ) [w1(m) + e 7™y (m) | Wi (2.14)
m=0
Si ahora consideramos separadamente los términos pares e impares de la
transformada obtenemos las siguientes expresiones:

N/2-1

X(2k) = > (W)™ a(m) + z5(m)]

m=0

= Z /2331 ) + @2(m)]

(2.15)

X@k+1) = Y Wiz (m) — a5(m)]

= > WLV o (m) — za(m)

Estas ecuaciones muestran que los términos pares e impares de la trans-
formada pueden obtenerse desde dos transformadas de longitud N/2 de las
secuencias f(m) y g(m) siguientes:

f(m) = z1(m) + z2(m), m=0,1,---,N/2—1
(2.16)
g(m) = Wz (m) — xe(m)], m=0,1,---,N/2 -1

En la figura 2.6 se muestra la evaluacion de una DFT con esta aproxi-
macion sobre una secuencia de 8 datos usando dos DFT de longitud 4. Si
reiteramos el proceso como hemos hecho en el caso de la DET se obtiene el
algoritmo FF'T de la figura 2.7.

Comparando los dos algoritmos obtenidos se observan dos diferencias.
En primer lugar, las mariposas DEF y DET son distintas, (figura 2.8). En
las mariposas del algoritmo DET la multiplicacién por el factor complejo
se realiza antes que la operacion de adicion-sustraccion, mientras que en las
mariposas DEF esto sucede al revés. Una segunda diferencia es que en el
algoritmo DET la entrada es en orden digito—inverso y la salida en orden
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x (0) f(0) — — X(0)
) x (1) f(1) — ATDE —— X(6)
X -
X f2) X
X (3) @u@ —— X (4)
X (4) @EQ —— X ()
X (5) g(l) — —— X (5)
X(m) ° 4-TDF
X (6) g(2) —— —— X (3)
X (7) 5@——f —— X (7)

Figura 2.6: Evaluacién de una DFT de ocho datos a partir de dos DF'T's de
cuatro datos usando DEF.

x (0) X (0)
X (1) i X (6)
X (2) X (2)
X (3) OXW
X (4) X (1)
X (5) OX@
X (6) X (3)
x (7) OXm

Figura 2.7: Evaluacion de una DFT de ocho datos a partir de cuatro DFT's
de dos datos usando DEF.
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a a+bw & a a+b

N 44

tel

b a-b W & b (a-b)W &

(a) (b)

Figura 2.8: Mariposa de los algoritmos DET (a) y DEF(b).

natural, mientras que para la DEF la entrada es en orden natural y digito-
inverso para la salida. Sin embargo, esta ultima diferencia es sélo aparente,
pues se pueden construir algoritmos DEF y DET con cualquiera de los dos
tipos de ordenamiento.

2.2.3 Algoritmos para distintas bases

En los apartados anteriores hemos desarrollado los algoritmos FFT, DET
y DEF para base 2. Pero se pueden construir algoritmos similares para
cualquier base. En general, un algoritmo base r divide una transformada
de longitud N en N/r subtransformadas de longitud r donde las mariposas
obtenidas operan sobre r datos.

Un algoritmo de especial importancia es la FFT base 4. En las figuras
2.9 y 2.10 se muestran los algoritmos DET y DEF base 4 para una secuencia
de N = 16 datos. En estas figuras se utiliza para la representacién de las
mariposas la misma notacién que en los esquemas correspondientes a base
2. En este caso la notacién se ha generalizado: el circulo con r entradas y
r salidas representa un nodo aritmético que computa una transformada de r
datos. Esta operacion se realiza sobre cuatro datos A, B, C'y D y da cuatro
salidas X, Y, Z y T por la expresion,

+ BWF 4+ CW* 4+ DW?3*
+ BjWF — CW?* — Djws3k
— BWF 4+ Ccw* — Dw?3
— BjWkF — CW?2* — Djw3k

(2.17)

NN~
e

Frente a la flexibilidad del algoritmo base 2 (la secuencia a transformar es
potencia de 2), los algoritmos base 4 presentan la ventaja de un menor nime-
ro de multiplicaciones y referencias a memoria, lo cual supone un incremento
en la velocidad de computacion.
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Figura 2.9: Algoritmo FF'T base 4 en una transformada de 16 datos usando

DET.
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Figura 2.10: Algoritmo FF'T base 4 en una transformada de 16 datos usando
DEF.
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Para bases mayores que 4 no se obtienen algoritmos eficientes. La figura
2.11 muestra una transformada base 8 para N = 64 datos. Una transformada
de 8 datos se realiza sobre ocho datos A, B, C, D, E, F', G y H y da ocho
salidas X, Y, Z, T, P, @, R, y S por la expresion,

X = [A+EW*™ + CW?%* + GO +
[BW* 4+ FW®* + DW? 4 HW™]

Y = [A— EW* + j(CW?* — GW®)] +
(1+4)[BWF — FW5 + DW3F — HW™]

Z = [A+ EW* — (CW?* + GW)] +
J[BWE + FW5 — (DW3F + HW™)]

T = [A—EW* —j(CW?* — GWH)] +
(1= )[BWE = FW — j(DW?* — HW™)]
(2.18)
P = [A+EW* 4+ CW?* + GW® —
[BW* + FW®k + DW3F 4 HW™]

Q = [A— EW* 4 j(CW?* — GW™)] —
(14 /)[BW* — FW + DW3 — HW™]

R = [A+EW* — (CW?* 4 GWSk)] —
J[BWE + FW — (DW3k 4 HWF)]

S = [A— EW* — j(CW?* — GW*)] -
(1 —7)[BW* — FW5 — j(DW3k — HW™)]

El célculo de una mariposa de 8 datos precisa dos multiplicaciones complejas;
en cambio el cdlculo de las mariposas de 2 y 4 datos, no introduce multipli-
caciones. Por lo tanto, en el algoritmo base 8 las multiplicaciones se deben
tanto al célculo de las transformadas discretas (representadas por circulos en
los esquemas), como a los productos por los coeficientes (factores sobre las
flechas).

De lo anterior parece deducirse que el algoritmo base 4 es 6ptimo. Es-
to es cierto para una FFT de 64 datos. Sin embargo, no es cierto que la
transformada base 4 sea siempre Optima, sino que para una determinada
transformada es aconsejable probar distintas bases para encontrar el algorit-
mo mas eficiente. Ademads, no es lo mismo un algoritmo éptimo secuencial



20

Capitulo 2. La transformada rapida de Fourier

— N

WS e R
H o NN S S 2
13 \ (‘ "’ \\‘\ ‘( ll, 2 41
2 WIS ST 77 AN ST S
NN AN S e rias :
X0 ”'0»?’ / \ XK ’/'/’l'h*——&r 20

XRSAIL R :
DN S :
2 5SSO ST ESE SRS
i XSORAHIDE T N S
B se @ Sl =
2 ,zg.'(;ox,ég,wv RIS i

(7
/0

CENOURWN—O

QO N =
AN ©

! RIS \\ O N RS 8
e %0 2 A‘:'ﬁ’%’x‘(/ \"{’e‘m’&‘}:&“!" :
LA JRIRAL \ /‘Q“)’QL\ A‘\\\,A\,“gﬂ/ 1

: ’”’l}"é%}*‘%{‘\&- 2

TSR sy

L AXX\% S

2 AN "'"‘A‘\\ =, i
:{\ O %E

2 7/ ) ZFAXS :
10 "0/‘ X 04 wﬁ‘}‘\“‘ G 3
TISEINS / ))‘\‘ AN == 2
e {\‘\\\i*/ ’
= 7 LA NN i
§L7 % ‘\}‘V‘/lli PO
S

Figura 2.11: Algoritmo FF'T base 8 en una transformada de 64 datos usando
DEF.
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que uno paralelo o vectorizado.

Un algoritmo que conjuga las ventajas de los algoritmos base 2 (flexibi-
lidad) y base 4 (reducido nimero de multiplicaciones y acceso a memoria)
es la FFT division—base, inicialmente desarrollada por Duhamel y Hollman
(32].

2.3 Los algoritmos FFT

El proceso de descomposicion de la transformada de una secuencia en multi-
ples transformadas sobre secuencias de menor tamano es la base de todos los
algoritmos FF'T. Existen, sin embargo, muchos algoritmos FFT para compu-
tar la DFT de una determinada secuencia, aunque el resultado de todos ellos
sea el mismo. Dependiendo de como se organicen las computaciones y el flujo
de datos se han disenado un gran nimero de algoritmos FFT [84]. Estas dife-
rencias son de especial importancia, pues proveen algoritmos especificos con
propiedades atractivas para cada aplicacion particular. Clasificaremos los
algoritmos FF'T segin los distintos tipos de flujos de datos y consideraremos
algoritmos in—situ, geometria constante 'y en—orden.

2.3.1 El algoritmo in—situ

El algoritmo de Cooley—Tukey de FFT [27] es un algoritmo in—situ (ver figura
2.12). Los algoritmos in-situ se caracterizan porque los resultados parcia-
les se escriben sobre los datos empleados. Por esta razén no se necesitan
elementos de almacenamiento adicionales y, por tanto, se minimizan los re-
querimientos de memoria. Pero estos algoritmos FF'T necesitan como primer
paso una operacion digito-inverso, p, i, de la secuencia de entrada y a con-
tinuacion n etapas de computacion, como expresa el siguiente lema

Lema 9 La FFT base r y longitud N = r" puede expresarse mediante la
cadena de operadores

Pn,1 H B; (2.19)
i=1

o0, alternativamente, mediante la cadena,

n
H Bn—i—l—l
=1

Pn,1 (220)
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0 0 0
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~ w ol (o (o)} N BN o
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Figura 2.12: Flujo de datos del algoritmo FFT in—situ de una transformada
de 8 datos, base 2, entrada digito-inverso (a) y salida digito-inverso (b).
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P, 654321 B, ®5 4 3 21
o=

B, 1234560 B 64 321
B, 1234®6 B, 65@3 21
B, 123@56 B, 654@21
B, 123 456 B, 654321
B 1@3 456 BP,6 5 4 3 2@

N e

B, @23 456 123456

Figura 2.13: Esquema indice-digito de las redistribuciones de datos en los
algoritmos in-situ (lema 9) de longitud N = r®. Los circulos representan al
operador mariposa y las lineas al operador digito—inverso.

En la figura 2.13 se ilustra esquematicamente el flujo de datos de estos
algoritmos utilizando la representaciéon indice—digito.

2.3.2 El algoritmo con geometria—constante

El algoritmo con geometria—constante (ver figura 2.14) propuesto por Pease
[80], también necesita realizar la permutaciéon indice—digito de la secuencia
de entrada, pero el resto de sus etapas son idénticas. Su principal desventaja
es que no se puede implementar in—situ. Este algoritmo es particularmen-
te adecuado para su implementacion en redes de PEs. Al ser las n etapas
de computacién idénticas, el elemento basico de la arquitectura es una co-
lumna de PEs; esta columna puede repetirse n veces para implementar la
transformada completa.

El algoritmo se puede expresar por el siguiente lema,

Lema 10 La FFT base r y longitud N = r" puede expresarse mediante la
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0—— 0 0 0 0
1 4 2 1 4
2 2 1 4 2
3 6 3 5 6
4 1 4 2 1
5 5 6 3 5
6 3 5 6 3
7 7 7 7 7
(a)
0 0 0 0—— 0
1 4 2 1 4
2 1 4 2 2
3 5 6 3 6
4 2 1 4 1
5 6 3 5 5
6 3 5 6 3
7 7 7 7 7

(b)

Figura 2.14: Flujo de datos del algoritmo FFT con geometria—constante de
una transformada de 8 datos, base 2, entrada digito-inverso (a) y salida
digito-inverso (b).
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A, 654321 B,0,®5 4321
Bf,, 123 45® B,o,,®4 3 2 16
Bl,,6 123 46 B,o,®3 2 165
Bl,,56123@ B,0,®2 165 4
Blf,,45612® B0, 2165 4 3
Bl,,3456 1@ B0, D6 5 4 32
Bf,,2 3456 Ry 654321

123456 123456

Figura 2.15: Esquema indice-digito de las redistribuciones de datos en los al-
goritmos con geometria constante (lema 10) de longitud N = r®. Los circulos
representan al operador mariposa, las flechas operadores barajamiento per-
fecto (flecha a la izquierda) y desbarajamiento perfecto (flecha a la derecha)
y las lineas al operador digito—inverso.

cadena de operadores

pui | [ Bilna (2.21)
=1

o0, alternativamente, mediante la cadena,

Pu,1 (2.22)

n
| | Bnan,l
=1

Todas las etapas se describen como I'y, 1 By o B,,0,,; dependiendo de c6mo
se organicen las entradas. En la figura 2.15 se ilustra esquemdaticamente el
flujo de datos de estos algoritmos utilizando la representacién indice—digito.
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2.4 Los algoritmos en-orden. Paralelizacion

Estos algoritmos, al contrario que las restantes versiones de la FF'T, propor-
cionan la secuencia de salida en el orden correcto (digito-inverso) respecto
a la secuencia de entrada y no requieren barajamiento adicionales. En la
figura 2.16.a y 2.16.b se muestra la aplicacion de este algoritmo al calculo de
la transformada de una secuencia de 8 datos.

Mostramos a continuacién dos versiones de este tipo de algoritmos,

Algoritmo 1 La FFT base r y longitud N = r" puede expresarse mediante
la cadena de operadores

ﬁ Boy, (2.23)
=1

0, alternativamente, mediante la cadena,

[[Twn-in1B, (2.24)
i=1

donde B = B,,.

En la figura 2.17 ilustramos esquematicamente el flujo de datos de estos
algoritmos utilizando la representacion indice-digito.

Como ya se indicé, los operadores mariposa representan las operaciones
aritméticas que requieren los algoritmos mientras que los restantes operado-
res, barajamiento y desbarajamiento perfecto, etc. representan las comuni-
caciones

Los algoritmos en-orden no requieren barajamientos adicionales de los
datos. Sin embargo, cuando se implementan sobre una malla, los operado-
res que aparecen en la ecuacion 2.23 implican comunicaciones en diagonal
sobre filas y columnas y son dificiles de computar in-situ. Por tanto, estos
algoritmos no son muy eficientes. Las comunicaciones pueden mejorarse mo-
dificando las redistribuciones de los datos y empleando los operadores de las
definiciones 8 y 9 del capitulo 1. Los algoritmos resultantes son los siguientes,

Algoritmo 2 La FFT base r y longitud N = r™ puede expresarse mediante
la cadena de operadores
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0

0

1 1 1 4
2 2 4 2
3 3 5 6
4 4 2 1
5 5 3 5
6 6 6 3
7 7 7 7

(a)
0 0 0 0
1 4 4 4
2 1 2 2
3 5 6 6
4 2 1 1
5 6 5 5
6 3 3 3
7 7 7 7

(b)

Figura 2.16: Flujo de datos del algoritmo FF'T en-orden para una transfor-
mada de 8 datos, base 2, DET (a) y DEF (b).
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}
o, (654321 e (6)5 4321
o,(543216 r B 64321
+
o,(432156 rB (456321
- =
+
0,(321450%6 B (345621
%
+
o.(213456 rB (2)3 4561
06(223456 rB (1)2 3456

Figura 2.17: Esquema indice-digito de las redistribuciones de datos en los
algoritmos de tipo 1 de longitud N = r°. Los circulos representan al operador
mariposa y las flechas a los operadores barajamiento perfecto (flecha a la
izquierda) y desbarajamiento perfecto (flecha a la derecha).

HEw+zzHBUn2w+1wz H Banz H Banz (225)

i=w+1 1=2w+1
0, alternativamente, medmnte la cadena,

n—2w
H Fn n— z+1B H Fn n— z+1B H Fn L2w+1,w,n— z+1B H Ez RIE (2 26)
=1 t=n—2w+1 i=n—w-+1 =1

Demostracion Demostraremos sélo la primera expresion. Partiendo del
primer algoritmo, ecuacién (2.23) y usando la relacién obtenida en el lema 6
(Capitulo 1), tenemos

ﬁBam = HBU,” H Bo,; H Bo,; (2.27)
i=1

i=w+1 1=2w+1

= HEw+zzHBUn2w+lwz H Banl H Banl

i=w+1 2w+1
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Memoria fila Columna Memoria fila Columna
—
E,E, 65442 Moo B 1
|
-
Bg,,, 6 52143 r,B 564321
T
Bo,,,, 542136 r,B 456321
E—— —
e
Bo,, 432156 r,B 345621
. ,
— >
Bo,, 321456 r,B 235641
: .
Bo,, 213456 r,B 125634
) )
Bo,, 123456 E.E, 123456

Figura 2.18: Esquema indice-digito de las redistribuciones de datos en los al-
goritmos de tipo 2 de longitud N = r®. Los circulos representan al operador
mariposa y las flechas a los operadores barajamiento perfecto y desbaraja-
miento perfecto.

en donde hemos tenido en cuenta que B conmuta con Eyy;,. O

Estos algoritmos sélo estan definidos cuando la malla es cuadrada (su-
ponemos v = w). Requieren calcular la transpuesta de la matriz de datos
y, a continuacién, n etapas de computacién/comunicaciéon. Considerando la
ecuacién (2.25), el primer término producto representa la transposicién de los
datos entre filas y columnas de la malla y requiere comunicaciones en diago-
nal. Alternativamente, esta transposicién puede conseguirse escribiendo los
datos en la malla por filas y leyendo los resultados por columnas. De las n
etapas de computaciéon/comunicacién, w etapas (segundo término producto)
implican comunicaciones en paralelo sobre las filas. Las siguientes v = w eta-
pas (tercer término producto), implican comunicaciones en paralelo sobre las
columnas y, por ultimo, las u etapas restantes (cuarto término producto), son
barajamientos de datos dentro de la memorias locales y no implican ningtn
tipo de comunicaciones. En la figura 2.18 ilustramos esquematicamente el
flujo de datos de estos algoritmos utilizando la representacién indice—digito.

En general, las permutaciones barajamiento perfecto y desbarajamiento
perfecto requieren bastantes comunicaciones y son dificiles de computar en-
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orden. El intercambio de datos involucra a varios PEs ya que varios digitos
de la dimensién memoria se desplazan a la dimensién fila o a la dimension
columna. A continuacion veremos otros algoritmos FFT basados en la per-
mutacién intercambio, permutacién mads facil de implementar.

Algoritmo 3 La FFT base r y longitud N = r" puede expresarse mediante
la cadena de operadores

po-11 | | BEni (2.28)

=1

0, alternativamente, mediante la cadena,

(H En,n_mB) Pt (2.29)

=1

Demostraciéon Demostraremos sélo la primera expresion. Partiendo del pri-
mer algoritmo, ecuacién (2.23) y usando la relacién o, ; = 0,1 ;E, ; obtenida
en el lema 3 (Capitulo 1), tenemos,

ﬁBO'n,i = ﬁBan—l,iEn,i
i=1 =1
n—1 n
= H On—1,i H BEn,i (230)
=1 =1

= Pn-11 H BE,;

=1

en donde hemos usado el lema 7 (Capitulo 1) y tenido en cuenta que B
conmuta con o,_q;. U

En estos algoritmos podemos distinguir n etapas de computa-
cién/comunicacién y un barajamiento de datos segin la permutacién p,_1 ;.
El flujo de datos en estas n etapas se define mediante el operador inter-
cambio: u de estas etapas no requieren comunicaciones, v etapas requieren
comunicaciones en paralelo a través de las columnas y w etapas requieren
comunicaciones en paralelo a través de las filas. Dependiendo del algoritmo,
el barajamiento de datos p,_1,; puede realizarse sobre la secuencia de entrada
o sobre la secuencia de salida. Este barajamiento implica comunicaciones en



2.4. Los algoritmos en-orden. Paralelizacién

61

P, 654321 EG’GB€(5>M54321
BE (6)1 2345 EG’SBC@L4321
BE (5)1 23 46 E,B(4)6 5321
BE (412356 E.B(3)65 421
BEGA@;Z 456 E,B(2)6 5431
BEG’SC@ul 3456 E,B (16 5432
BE6’6@23456 P, 1234568

Figura 2.19: Esquema indice-digito de las redistribuciones de datos en los
algoritmos de tipo 3 de longitud N = r°. Los circulos representan al operador
mariposa y las lineas al operador intercambio.

diagonal sobre filas y columnas. El algoritmo dado por la ecuacién (2.29) es
equivalente al propuesto en [36].

En general, las comunicaciones basadas en el operador intercambio son
mas eficientes que las basadas en el operador barajamiento perfecto. El
operador intercambio sélo transfiere un digito de la dimensiéon memoria a
la dimensién fila o a la dimension columna, por lo que el nimero de PEs
que intercambian datos entre si es menor (r PEs para un algoritmo base r).
Ademas el algoritmo puede computarse en-orden facilmente. En la figura 2.19
ilustramos esquematicamente el flujo de datos de estos algoritmos utilizando
la representacion indice-digito.

El siguiente algoritmo, también basado en la permutacion intercambio,
no requiere ningun barajamiento adicional de los datos que implique comu-
nicaciones en diagonal entre filas y columnas,

Algoritmo 4 La FFT base r y longitud N = r" puede expresarse mediante
la cadena de operadores

f[BEn,iEn,m f[ BE,; (2.31)
=1

i=p+1
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0, alternativamente, mediante la cadena,

n—p n
H En,n7i+1B H En,z?lEn,nfl?FlB (232)

=1 i=n—p+1

en ambos casos p=n/2 —1 sin es par o p=|n/2] sin es impar.

Demostracion Demostraremos sélo la primera expresion. Si n es par,
entonces p,_11 = Ep 11, 22 Epjoi10/2-1; Y 81 noes impar, p,_11 =
E, 11E, 22 E|4/2)41,|n/2)- Suponiendo que n es par y partiendo del algo-
ritmo 3,

n n/2—1
pn—l,IHBEn,i = H E,_ zzHBEnz (233)
. n/2 1
= H BE, i iEn; H BE,,
i=n/2
n/2—1
= H BEannn i H BEnz
i=n/2

en donde hemos tenido en cuenta que B conmuta con E,,_;; y que E,,_; ;F}, ; =
E, iE, i (lema 2, Capitulo 1). Sin es impar, la demostracion es similar. O

Estos algoritmos tienen las dos caracteristicas deseables, pues son en-
orden e in-situ. Son en-orden puesto que requieren realizar inicamente n
etapas de computacién/comunicacion, sin necesidad de barajamientos adi-
cionales. Son in-situ puesto que los operadores que definen las redistribucio-
nes de datos son intercambio. Algunas de las etapas incluyen dos operadores
intercambio que implican respectivamente comunicaciones en paralelo sobre
filas y columnas. En la figura 2.20 ilustramos esquemdaticamente el flujo
de datos de estos algoritmos utilizando la representacion indice-digito. Un
algoritmo similar al de la ecuacién (2.32) se implementa en [108] sobre un
computador hipercubo, aunque puede adaptarse facilmente para una malla.

A continuacion presentamos otro algoritmo de la FFT basado en la per-

mutaciéon intercambio que no necesita ninguna permutacion adicional entre
PEs.

Algoritmo 5 La FFT base r y longitud N = r™ puede expresarse mediante
la cadena de operadores
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1
BE E(6)54 321 E,.B @5 4321
[—
BE,,E (51 4326 E.B (864321
BE (412356 E.,B (465321
BE, (312456 E.B (365421
1
BE,, @1 3456 EGAEGYZB@G 3451
BE,, (1)23456 EEB(123 456

Figura 2.20: Esquema indice-digito de las redistribuciones de datos en los
algoritmos de tipo 4 de longitud N = r®. Los circulos representan al operador
mariposa y las lineas al operador intercambio.

(2.34)

v+w n
H Bn—i-l—lEn—i—l—l,i Pn—v—wv+w+1 H Bz

1=1 i=v+w+1

o0, alternativamente, mediante la cadena,

[ ﬁ Bn7i+1

=1

Prn—v—w,v+w+1 [ H Ei,ni+1anw+i] (235)

i=n—v—w-+1

en ambos casosn —v —w > v+ w, es decir, n > 2(v + w).

Demostracién

Demostraremos soélo la primera expresién. Suponiendo que n es par y que
v+ w =mn/2 — 1y partiendo del algoritmo 3.

n n/2-1 v4w
po1n ][ BB = H E,- “HBEM H BE,; (2.36)
=1 i=v+w+1
vtw

= HBEannn inn—i H H Bz

i=v+w+11=v4+w+1
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Memoria % 8 Memoria % L_o)
5, £, @5 ¢ 321 B,
B;E., 1® 4 3 26 B, 6 4 3 21
L |
P 124356 B, 6 5@ 3 21
L]
B, 123@5 6 B,P,, 6 54@ 21
L |
B, 12@456 ]
E;,B; 6@ 3 4 51
B, 1@ 3 456
B, @23 456 Ec.Bs @2 3 456

Figura 2.21: Esquema indice-digito de las redistribuciones de datos en los
algoritmos de tipo 5 de longitud N = r°. Los circulos representan al operador
mariposa y las lineas al operador intercambio.

vtw

n
H Bn—i—l—lEn—i—l—l,i] Pn—v—wv+w+1 Bz
1=1 i=vt+w+1

(2.37)

en donde he tenido en cuenta los lemas 1 y 2 de Capitulo 1 y que B conmuta
con E,_;;. Sin es impar, la demostracion es similar. O

En estos algoritmos podemos distinguir n etapas de computa-
cién/comunicacién y una permutacion pp,—y—ypp1w+1 que implica realizar una
permutacién indice—digito entre los datos locales de cada PE sin ninguna co-
municacién entre PEs. El flujo de datos en estas n etapas se define mediante
el operador intercambio: u de estas etapas no requieren comunicaciones, v
etapas requieren comunicaciones en paralelo a través de las columnas y w
etapas requieren comunicaciones en paralelo a través de las filas. El baraja-
miento de datos p,_y_yptws1 se realiza solo con datos locales en cada PE
sin necesidad de ninguna comunicacién entre PEs. En la figura 2.21 ilus-
tramos esquematicamente el flujo de datos de estos algoritmos utilizando la
representacion indice—digito. El tnico problema que presenta este tipo de
algoritmos es que sélo son vélidos si n > 2(v 4+ w).

Los algoritmos 1 a 5 se basan en la realizacién de una secuencia de etapas
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Memoria Fila Columna
BE, E,(42)(41) 32 31 22 21 |12 11
\ | | ‘
\‘—1
(I

BE,, @ @ 12 11 22 21 42 41
\ } |
BE,, @ @ 12 11 32 31 42 41

L |
L |

BE,, @@ 22 21 32 31 42 41
I —

Figura 2.22: Esquema indice-digito de las redistribuciones de datos en un
algoritmo de tipo 4 base 4 en funciéon de operaciones base 2 de longitud
256 sobre una malla de tamano 8 x 2. Los circulos representan al operador
mariposa y las lineas a los operadores intercambio.

de computacién/comunicacién. Esta no es la inica forma posible de organizar
la FFT. Otra posibilidad es realizar un conjunto de etapas de computacion
hasta agotar los datos disponibles en las memorias locales de los PEs (bloques
de tamano N/(V x W)) y realizar a continuacién un conjunto de etapas
de comunicacién. Este esquema se repite hasta completar el conjunto de
etapas de la FFT. Esta técnica es equivalente a considerar un algoritmo base
r=N/(V xW).

Incrementar la base no implica complicar los algoritmos. El lema 8 esta-
blece la expresién de los operadores base 72 en funcién de los operadores base
r. Este lema nos permitird implementar algoritmos sobre mallas en las que
el nimero de filas y columnas de PEs no es miultiplo de la base. En la figura
2.22 mostramos esquematicamente el flujo de datos de un algoritmo de tipo
4 base 4 en funcion de operaciones base 2 sobre una malla de tamano 8 x 2.
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2.5 Evaluacion e implementacion de la trans-
formada rapida de Fourier

En el apartado anterior hemos formulado diez algoritmos FFT que hemos
agrupado en grupos de dos. El segundo algoritmo de cada grupo se obtiene
mediante la reversién (implementa las mismas operaciones en orden inverso)
de cada una de las operaciones realizadas en el primero y, por tanto, sus
caracteristicas son similares. Estos diez algoritmos son los siguientes,

1. Dos algoritmos basados respectivamente en las permutaciones baraja-
miento perfecto y desbarajamiento perfecto, de tipo no in-situ, en—
orden, y que requieren comunicaciones en diagonal sobre filas y colum-
nas, (Algoritmo 1).

2. Dos algoritmos basados respectivamente en las permutaciones baraja-
miento perfecto y desbarajamiento perfecto, de tipo no in-situ, que
requieren la transposicién de las filas y columnas de datos, y con co-
municaciones en paralelo sobre filas y columnas, (Algoritmo 2).

3. Dos algoritmos basados en la permutacién intercambio, de tipo in-situ,
que requieren la permutacién de datos de acuerdo a la permutacién
digito—inverso, bien sobre la secuencia de entrada, bien sobre la secuen-
cia de salida, y con comunicaciones en paralelo sobre filas y columnas,
(Algoritmo 3).

4. Dos algoritmos basados en la permutacion intercambio, de tipo in-situ,
en—orden, y con comunicaciones en paralelo sobre filas y columnas,
(Algoritmo 4).

5. Dos algoritmos basados en la permutacién intercambio, de tipo in—
situ, en—orden, que requieren una permutacion indice-digito entre los
datos locales de cada PE, y con comunicaciones en paralelo sobre filas
y columnas, (Algoritmo 5).

En la tabla 2.1 resumimos el nimero de comunicaciones y de posiciones
de memoria requeridas por los algoritmos. En esta tabla hemos supuesto
algoritmos base 2 (N = 2") y mallas cuadradas (W x W). El numero de
comunicaciones lo hemos obtenido sumando las transferencias celda a celda
requeridas por cada dato en las etapas de computacién/comunicaciéon. De
aqui se deduce que los algoritmos 4 y 5, en general, seran los mas eficientes.
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Permutaciones
Algoritmo Comunicaciones Memoria
adicionales

1 (20 +w)¥ - 2N
w

2 2wy [ Ewsi 2N
i=1

3 (U + U)Q”_l Prn—1,1 N

n—1
4 . (u+wv)2" 1+ ) B N
sQ2w—-n-p-1)
5 (u + v)2n—! — N

Tabla 2.1: Numero de comunicaciones y de celdas de memoria requeridas por
los algoritmos base 2 (N = 2") sobre mallas cuadradas (W x W, W = 2v).
(*) Este término sélo existe si 2w > n—p—1 (p = n/2 — 1 si n es par o
p=|n/2] si n es impar).
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2.5.1 Los coeficientes trigonométricos

Existen varios métodos para el calculo de los coeficientes trigonométri-
cos: calculo directo, tabla look—up, permutacion y el método de Tong—
Swarztrauber, entre otros.

e (Cldlculo directo. Los coeficientes trigonométricos se calculan directa-
mente mediante la ecuacion Wk = e 7@™/Nk E] cdlculo de las funcio-
nes trigonométricas en cada paso consume mucho tiempo, particular-
mente cuando la FFT sélo requiere unas pocas operaciones.

o Tabla look—up. Los coeficientes trigonométricos son precomputados y
almacenados en cada PE. Esto tiene la ventaja de que los coeficientes
trigonométricos son utilizados sin recdlculo en cada uno de los pasos de
la FFT. Este esquema tiene una implementacién sencilla pero requiere
una gran cantidad de memoria (proporcional a r" !log, N) en cada
uno de los P PEs. Se puede mejorar la utilizaciéon de la memoria a
rvw=llog N, observando que no todos los PEs necesitan todos los
coeficientes trigonométricos. Por ejemplo, para N = 16 y P = 4, los
coeficientes trigonométricos necesarios en cada PE se muestran en la

figura 2.23.
0 0 0 O
valor de k PEO 2
1 2 4 0
25 000 0 0 0 O
SE | ool 1 2 4 0 5 4 0 o
o
== 010 2 4 0 0 PE1l——
3 6 4 0
011 3 6 4 0
100 4 0 0 O T 0 0 o
101 5 2 4 0 PE2——
5 2 4 0
110 6 4 0 O
y 111 7 6 4 0 s 4 0 o
PE3——>
7 6 4 0

Figura 2.23: Se muestran las tablas look—up necesaria en cada uno de los
PEs. Los enteros en cada columna corresponden al factor trigonométrico de
WF en cada una de las etapas.

e Permutacion. Inicialmente, se distribuyen los coeficientes entre los PEs
de acuerdo con los calculos necesarios para el primer paso. En los
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subsiguientes pasos, la mitad de los coeficientes son permutados como
se ve en la figura 2.24 para el caso N =32y P = 4.

0 0 0 0 0

1 2 4 8 0
PEO —

2 4 8 0 0

3 6 12 8 0

4 8 0 0 0

5 10 4 8 0
PEL — >

6 12 8 0 0

7 14 12 8 0

X

8 0 0 0 0

9 2 4 8 0
PE2 —

10 4 8 0 0

11 6 12 8 0

12 8 0 0 0

13 10 4 8 0
PE3 —

14 12 8 0 0

15 14 12 8 0

Figura 2.24: Los factores trigonométricos para DEF de un FFT de N =
32 datos sobre 4 PEs. Las lineas indican los factores trigonométricos que
necesitan transferirse a otro PE.

A partir de la etapa log, P no hace falta realizar mas comunicaciones
para la permutaciéon de los coeficientes. Este esquema puede ser muy
ineficiente sobre maquinas paralelas debido al coste de las comunica-
ciones.

Ninguno de estos métodos es completamente sastifactorio sobre compu-
tadores paralelos si la memoria es limitada y la comunicacién costosa. La
solucién que propone [108] es anadir unas pocas operaciones adicionales en
cada etapa de forma que los coeficientes trigonométricos puedan computarse
en paralelo sin ninguna comunicacién. Si consideramos el ejemplo de una
FFT de longitud N = 16 y suponemos que la mariposa ¢ es mapeada al
PE i, entonces los factores trigonométricos necesarios son los mostrados en
la figura 2.23. Se puede ver que los enteros en cada columna son dos veces
(mod N/2j) los enteros de la columna previa con lo que estos coeficientes
pueden computarse de la siguiente forma

cos20 = cos’f —sin’f
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sin20 = 2cosf-sinf (2.38)

con la salvedad de que los angulos comprendidos en el rango 7 < 260 < 27
se obtienen sumando 7 para que funcione dicha regla. Se pueden calcular
los coeficientes trigonométricos de la etapa actual a través de los correspon-
dientes del paso previo mediante cuatro multiplicaciones y una adicién (o
tres multiplicaciones y dos adiciones). Este método puede aplicarse sélo a la
DEF, no funciona con la DET. Con este método se disminuye el tiempo de
computacién de los coeficientes trigonométricos y la memoria necesaria para
su almacenamiento.

Nosotros hemos utilizado este método para calcular los coeficientes. Los
coeficientes trigonométricos que requieren las computaciones son precompu-
tados y almacenados en cada PE. La tabla de coeficientes se genera utilizando
el método de [108] visto previamente.

2.5.2 Resultados experimentales

Para comprobar el funcionamiento de los algoritmos hemos implementado los
c6digos FFT en el multiprocesador AP1000 de Fujitsu [40]. Hemos utiliza-
do distintos tamanos de la secuencia de entrada, considerando datos de tipo
punto flotante y simple precisién. En la figura 2.25 se muestran los tiempos
de ejecucion para diferentes algoritmos en—orden. En esta figura se puede ver
los tiempos de ejecucion para diferentes tamanos de la secuencia de entrada
para 4 PEs. Se muestra el algoritmo 4 (ecuacién (2.32)) con calculo directo
de los coeficientes trigonométricos, que llamaremos algoritmo 4.1. El mismo
algoritmo pero calculando los coeficientes trigonométricos por el método de
Tong-Swarztrauber, algoritmo 4.2. También se muestra los tiempos de eje-
cucién para los algoritmos 2 (ecuacién (2.26)) y 5 (ecuacion (2.35)), que son
los algoritmos mas significativos.

Vemos que los algoritmos 5 y 4.2 son, como era de esperar, los que mejores
resultados proporcionan. El algoritmo 2 es el que peor resultados ofrece con
el inconveniente anadido de que no es in—situ, necesitando 2/N posiciones de
memoria. Por lo comentado en el apartado anterior es preferible el algoritmo
4.2 al 5.

En la tabla 2.2 se resumen los tiempos medidos para distintos tamarnos
de la FFT tipo 4 (ecuacién (2.32)) y de la malla. Este algoritmo es de los
mas eficientes puesto que es in—situ, con lo que evita duplicar la cantidad
de memoria que requiere el almacenamiento de los datos, y en—orden, lo que
evita la necesidad de operaciones adicionales de reordenamiento.
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"~ Algoritmo 2
Algoritmo 4.1 -

Algoritmo 4.2 =
Algoritmo 5 -

Tiempo (sg)

0.25

00625%- -7

0.015625 : : : :
10 12 14 16 18 20

Numero de datos (log )

Figura 2.25: Tiempos de ejecucion para 4 PEs de los algoritmos en—orden
de tipo 4 (con célculo directo de los coeficientes (4.1) y con cdlculo de los
coeficientes por el método de Tong—Swarztrauber (4.2)) y de los algoritmos
tipo 2 y 5.

Numero de datos
Niumero de PEs 2 216 218 220

1 4.46 2542 116.36 -
2 2.01 12.66 57.87 -
4 1.00 5.04 28.83 130.14
8 0.50 227 1422 64.76
16 0.25 1.13 5.63  32.26
32 0.13  0.56 254 1583
64 0.07 0.28 1.27 6.25
128 0.03 0.14 0.64 2.83
256 0.02  0.08 0.32 1.41
512 0.01  0.04 0.16 0.71

Tabla 2.2: Tiempos de ejecucién (en segundos) medidos sobre el AP1000.
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En la figura 2.26.a vemos los tiempos de ejecucién para N = 214, N = 216
y N = 2'8 datos. En la figura 2.26.b mostramos la aceleracién obtenida para
estas secuencias de datos. Observamos que para N = 2% y para N = 2'®
se consigue una sobreaceleracion para todos los PEs llegando a alcanzar un
valor de 627.76 y 710.37 sobre 512 PEs respectivamente. El mayor aumento
de aceleracién relativa, ver figura 2.26.c, se consigue cuando cada PE contiene
214 datos, valor que coincide con el tamaifio de la cache contenida dentro de
cada PE (2 - 8 bytes = 128 Kbytes). Las eficiencias de este algoritmo
se muestran en la figura 2.26.d. El algoritmo para N = 2 no obtiene
resultados tan excelentes como para N = 2% y N = 218 ya que todavia
se tiene poca granularidad por PE. Se alcanza la mayor eficiencia en este
algoritmo cuando el volumen de comunicacién es menor de 2! datos lo que
se alcanza para N = 21 y N = 2'8 con 8 y 32 PEs respectivamente. A partir
de esa configuracion de la malla, la eficiencia permanece constante con una
leve tendencia decreciente sobre un valor de 1.40 hasta que la granularidad
comienza a disminuir por PE y el tiempo de comunicaciéon aumenta. Estos
resultados muestran que el algoritmo implementado proporciona un excelente
rendimiento sobre el computador AP1000.
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Figura 2.26: Resultados experimentales del algoritmo FF'T paralelo de tipo

4 (ecuacién (2.32)) sobre el AP1000. (a) Tiempos en segundos. (b) Acelera-
cién. (c) Aceleracién relativa. (d) Eficiencia.
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Capitulo 3

Sistemas tridiagonales

3.1 Introduccién

Los fenémenos que ocurren en la naturaleza vienen descritos por modelos ma-
tematicos. Normalmente estos modelos matematicos son sistemas complejos
de ecuaciones diferenciales ordinarias o en derivadas parciales. Ademas, la
mayoria de los fenémenos fisicos son no lineales por lo que vienen descritos
por ecuaciones no lineales. La resolucién de estas ecuaciones muy a menudo
puede reducirse a la evaluacién de un sistema de tipo tridiagonal.

A modo de ejemplo veamos como el método de las diferencias finitas
para la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales genera un sistema
tridiagonal. El método de diferencias finitas involucra la discretizacién de
ecuaciones diferenciales y posteriormente resolver el sistema de ecuaciones
que genera. El espacio—tiempo continuo se sustituye por una malla espacio—
tiempo de paso espacial h y paso temporal 7. Una ecuacién en diferencias
presenta como incégnitas la funcién F'(z,t) definida en los puntos de la malla
(zh,t,) = (ih,nT), donde x representa el espacio y ¢ representa el tiempo.
Las ecuaciones en diferencias dan lugar a sistemas de ecuaciones tridiago-
nales (ST). Este método es usado para resolver ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales tales como las ecuaciones de Helmholtz, Poisson, Laplace,
Schrodinger y las ecuaciones de difusion.

En concreto vamos a ver un problema de enorme relevancia fisica cuyo
modelo propuesto es la ecuacion de Schrodinger:

it o T V(F) =0 (3.1)

donde V' (F') es una funcién que puede ser lineal o no lineal en F'. El estudio

75
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de esta ecuacién y su posterior simulacién es muy importante en muchos
campos de la fisica y la ingenieria. A modo de ejemplo, la simulacién de
la propagacién de un solitén en una fibra 6ptica (V(F) = a|F|*F) puede
encontrarse en [72].

De los numerosos métodos de discretizacion o esquemas numéricos exis-
tentes, usamos el esquema en diferencias finitas de Zhang—Vazquez [73]. Apli-
cando este esquema sobre la ecuaciéon no lineal de Schrodinger en una dimen-
sion, se obtiene la siguiente ecuacién en diferencias finitas:

TFin+1—Fin71
T =
—o (FIy — 2R+ B + U -2+ B (3.2)

—§ |Fy[P (T + B

donde i y 7 son los intervalos espacial y temporal respectivamente y F* =
F(nr,ih) [35]. Este esquema es implicito lineal. Esto significa que en cada
instante temporal n+1 es necesario resolver un sistema de ecuaciones lineales
para calcular Fi”“, 1=20,---,N — 1. Para calcular la funcién en el instante
n+1 es necesario conocer la funcién en los instantes n y n—1. En particular,
para calcular la funcién en el segundo instante son necesarios los valores de
la funcién en los instantes primero e inicial. Para simular el primer paso
temporal se usa otro esquema numérico: el esquema de Crank y Nicholson
[106]. Ordenando adecuadamente, la expresién anterior se transforma en la
ecuacion tridiagonal:

FI = By F =, (33)

y el sistema de ecuaciones a resolver en el instante n + 1 es

1 0 0 0 : 0 Fpt do
1 —a; 1 0 : 0 Frtt d
0 1 —ay 1 : 0 Pyt d
’ o= (3.4)
0 0 0 1 —ay., 1 et dy_o
0 0 0 0 0 1 Futt dy_1

Es decir, en cada paso temporal n + 1 hay que resolver un sistema de ecua-
ciones Au = d, donde u es el vector de los valores de la funcion solucién en
cada punto de la malla en el instante temporal actual y las matrices A y d
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Figura 3.1: Evolucién en el tiempo de un paquete de onda segin la ecuaciéon
de Schrodinger por el método de diferencias finitas.

son funciones de h, 7 y de los valores de F' en los pasos n y n— 1. En la
figura 3.1 vemos la evolucion de un paquete de ondas en el tiempo.

El método de las diferencias finitas se generaliza cuando se consideran va-
rias dimensiones espaciales. En este caso se obtienen sistemas pentadiagona-
les o heptadiogonales, pero existen métodos para transformar estos sistemas
en tridiagonales.

Existen muchos algoritmos directos para resolver ST, como la eliminacion
gaussiana, que es el algoritmo secuencial mas eficiente sobre computadores
escalares, la factorizacién LU o la reduccién ciclica (RC). Con el desarrollo
de la computacion paralela, han surgidos nuevos algoritmos para resolver ST
convenientes para estos computadores paralelos. Estos algoritmos han sido
ampliamente discutidos en la bibliografia. Encontramos nuevos métodos para
incrementar el paralelismo de los algoritmos tipicamente secuenciales, como
el PARA-RC [55], doblamiento recursivo [34], el método de Lin y Chung [66]
y el de Lin y Chen [67]. Por otra parte, se han creados nuevos algoritmos
que exploten el paralelismo de la estrategia divide—y—venceras: el método del
doblamiento sucesivo de Wang y Mou [113, 2], el método de desacoplamiento
recursivo de Spaletta y Evans [101], el método de Particionamiento Solapado
(OPM) de Larriba y col. [65, 62] y un grupo de algoritmos llamados algorit-
mos hibridos. Los algoritmos hibridos estan basados en el particionamiento
del sistemas en bloques de ecuaciones, usando un algoritmo local para reducir
el subsistema en cada bloque y un algoritmo global para resolver el sistema
reducido. Los algoritmos hibridos propuestos en la bibliografia difieren en
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el algoritmo que usan localmente o en el algoritmo empleado en la solucién
global del sistema reducido. En este grupo incluimos los algoritmos de Kre-
chel, Plum y Stiiben [63], Cox y Knisley [28], Miiller y Scheerer [76], Matton,
Williams y Hewett [74] y el método de Amodio y Brugnano [3], que resuel-
ven ST cuyas matrices de coeficientes son no singulares pero sin necesidad
de dominancia diagonal (ver [45]).

El estudio de ST nos permite clasificarlos en términos de su diagrama de
flujo. En este capitulo presentamos una versién unificada de los algoritmos
para resolver los ST sobre computadores con topologia malla y memoria
distribuida. Para este fin usamos una combinacién de las técnicas “proyeccién
vector” [36] y permutacién “indice-digito” [39], que nos permite definir la
distribucién de los datos en la memoria de los PEs y el movimiento de datos
en los algoritmos [10, 7, 9]. Estas técnicas han sido usadas en [71, 70] para
disenar una arquitectura sistolica unificada con geometria constante.

3.2 Sistemas tridiagonales

Consideramos un conjunto de N ecuaciones lineales con N incdgnitas

Au =d, (3.5)

donde A es una matriz tridiagonal N x N de la forma

by co
ai b1 C1
a9 b2 Co
A= (3.6)
an—2 by_2 cCn_2
ay—1 by_1
La ecuacion —ésima es del tipo
EQ = (a2 + 002 + Vi = dVY, (3.7)

para ¢t = 0,..., N — 1, donde ay = ¢y_1 = x_1 = xxy = 0. Sin pérdida de
generalidad suponemos que el nimero de ecuaciones es N = 2",

Los coeficientes b; constituyen la diagonal de la matriz del sistema, A,
mientras los coeficientes a; y ¢; son denominados subdiagonales y superdia-
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gonales, respectivamente. La dominancia diagonal, 6, de una matriz A se

define,

N-1

0 =min q laul/ | > layl | p.i=0,,N~1 (3.8)
2 j:()
J#i

En particular, para el ST (3.6) resulta la expresién
0 =min{|b;|/ (|ai| + |ei|)},i=0,---, N —1. (3.9)

Sid > 1, el sistema se llama diagonalmente dominante. La definicién dada en
[55] considera el minimo de los coeficientes (|b]/|al, |b|/|c|). Si la dominancia
de un sistema segun este criterio es mayor que 2, entonces d definida en (3.9)
es mayor que 1. La dominancia diagonal de un ST asegura la estabilidad
de casi todos los algoritmos propuestos en la bibliografia. Si la dominancia
diagonal es fuerte, 06 > 1, se puede reducir el tiempo de computacion nece-
sario para obtener la solucion del sistema. Los métodos de particionamiento
solapado [65, 62] y diagonalmente dominante [104] utilizan este hecho para
dividir el sistema en bloques de sistemas que pueden considerarse tridiago-
nales y resolverse simultdnea e independientemente en PEs distintos, o con
minimas comunicaciones entre los PEs.

Los algoritmos para ST pueden clasificarse en términos de su flujo de
datos en los siguientes grupos:

Arboles directos e inversos.

Arbol extendido.

Divide—y—venceras.

Divide—y—venceras extendido.

Existen otros algoritmos para ST que pueden ser incluidos en uno de
los casos anteriores. El algoritmo de desacoplamiento recursivo es un caso
particular del divide—y—venceréas.

A continuacién formularemos estos algoritmos con los operadores que
estamos utilizando y realizaremos la implementaciéon de un algoritmo tipico
de cada grupo.
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3.3 Arboles directos e inversos

La operacién de cada nodo (mariposa) de un arbol binario directo completo
tiene dos entradas y una o dos salidas, pero en el ultimo caso, s6lo una de
las salidas progresa en el siguiente paso. El nodo almacena la otra. La fase
de eliminacién del sistema reducido en los algoritmos de Cox—Knisely [28],
Krechel, Plum y Stiiben [63] y Miiller y Scheerer [76] presentan este tipo de
flujo de datos.

En general, en un arbol directo r-ario, el nimero de mariposas compu-
tadas en cada paso se reduce en un factor r a medida de que se atraviesa
el darbol. Esta reduccion la representamos por el operador €2, el cual elimina
los digitos menos significativos de los indices de los datos en cada paso del
arbol.

Consideraremos la implementacion de arboles r-arios sobre los multicom-
putadores de topologia malla. Utilizando las técnicas de la proyeccién vector
y de las permutaciones indice—digito que hemos visto en el capitulo uno, dis-
tribuimos los datos entre los PEs del multicomputador. El indice de los datos
se dividen en tres campos: (fila, columna, memoria).

Como consecuencia de aplicar el operador reduccion €2, los n pasos del
arbol estan divididos en tres grupos.

1. En el primer grupo de pasos es eliminado un digito del campo memoria.
Después de u pasos, el campo memoria desaparece de los indices de
los datos.

2. En el segundo grupo de pasos el campo eliminado es el columna. Con
objeto de implementar eficientemente estos pasos en el multicomputa-
dor su implementacién se realiza de una manera ligeramente diferente.
En el comienzo de la fase realizamos un intercambio de los campos
columna y memoria, (es decir, vaciamos el campo columna y rellena-
mos el memoria). Por tanto, el operador reduccién también se aplica
al campo memoria en este conjunto de w pasos.

3. Finalmente, en el tercer grupo, la reduccién afecta al campo fila pe-
ro, como antes, primero comenzamos intercambiando los campos fila
y memoria. También, una vez mds, la reduccién afecta al campo
memoria en v Nuevos pasos.

El flujo de datos implementado de esta forma implica primero la compu-
tacion de u pasos que pueden ser realizados con los datos almacenados en
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cada PE. Al final de este conjunto de pasos hay sélo un dato por PE. Ahora,
todos los datos de la misma fila son reducidos por el primer PE de la fila
(intercambio entre memoria y columna). En cada uno de los siguientes w
pasos, el nimero de elementos en cada PE de la primera fila es reducido por
un factor r hasta que sélo queda un dato por PE. Entonces todos los datos
contenidos en los PEs son reducidos a un unico PE: el primero en la primera
fila. Finalmente, el nimero de datos en este PE es reducido en los ultimos v
pasos, hasta que se alcanza la raiz.

En la figura 3.2.a presentamos un ejemplo para el caso de N = 64 datos
sobre una malla de 4 x 4 PEs y en la figura 3.2.b presentamos su represen-
tacion indice—digito.

Algoritmo 6 El drbol directo de longitud N = r™ se puede implementar por
la siguiente cadena de operadores con una distribucion por bloques

(ﬁ BIQmem)Ecol,mem(ﬁ BlQmem)Efila,mem(f[ BlQmem). (310)

La fase de sustitucién del algoritmo de reduccién ciclica (RC) y del siste-
ma reducido en los algoritmos Cox y Knisely [28], Krechel, Plum y Stiiben [63]
y Miiller y Scheerer [76] presentan un arbol binario inverso en flujo de datos,
mientras la fase de sustitucion del algoritmo r-RC [29, 30] es un arbol inverso
r-ario. La mitad derecha de la figura 3.5 visualiza la fase de sustitucién del
algoritmo binario RC. Notar que el nimero de mariposas computadas incre-
menta por un factor 2 en cada paso. El operador € anade el mismo nimero
de datos de la secuencia de la fase de eliminacién a los datos procesados en
el paso previo.

Siguiendo una linea de argumentacién similar a la usada en el drbol di-
recto, un arbol inverso puede formularse por la cadena de operadores inversa
de (3.10),

v w u

(H gmemBl)Efila,mem(H 6memBl)Ecol,mem(H EmemBl)‘ (311)

i=1 1=1 =1

En la figura 3.2.c mostramos el flujo de datos de este algoritmo usando
la representacion indice—digito.
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Figura 3.2: (a) Flujo de datos de un drbol directo con N = 64 datos sobre
una malla de 4 x 4 PEs (Algoritmo 6). (b) Esquema indice-digito de la re-
distribucién de datos en la fase de eliminacion. (¢) Esquema indice-digito de
la redistribucién de datos en la fase de sustitucién. Los circulos representan
el operador mariposa y las cruces el operador reduccion.
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3.3.1 El método de Miiller y Scheerer

El algoritmo de Miiller y Scheerer [76] es un buen ejemplo de un algoritmo
donde las fases de eliminacién y sustitucién de su sistema reducido muestran
una estructura de arbol directo e inverso respectivamente. Si el sistema
original (3.5) es particionado en V' x W sistemas, entonces cada PE trabaja
sobre U ecuaciones consecutivas. El sistema k-ésimo tiene la siguiente forma:

Tj_1
b . J .
aj b Cj z dj
ajt1 bjt1 Cjp dj+1

X = ,

ap—1 bp_l Cp—1 ) dp_l
ap by Cp p dp

Tp+1

(3.12)
donde j=(k—10)U,p=kU —1yag=cy_1=2_1=2xy =0.
Si en las ecuaciones primera y ultima del sistema (3.12) pasamos al se-

gundo miembro los términos a;x;_1 y ¢,7,11 respectivamente y consideramos
Tj_1y Tpq1 como parametros, en cada PE k tenemos el ST,

bj ¢ T
ajt1 b1 Cin Lj+1
X =
ap—1 bp,1 Cp—1 Tp-1
ap by o\ )
(3.13)
dj a,j 0
djt1 0 0
= —Tj-1 —Tp+1
dp—1 .
dp 0 Cp
———— —— ——
dk fk gk

Entonces, en cada PE se resuelven tres sistemas lineales independientes,
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Abyb = dF Akyk = fF o AkZE = gk (3.14)

y la solucién ¥ es obtenida como una combinacién lineal de las tres soluciones
parciales,

oF =uk — a:j,lyk — xp+1zk. (3.15)

Los subsistemas de la ecuacién (3.14) son cuadriticos (es decir, tienen
U ecuaciones y U incégnitas) y pueden resolverse sin ninguna comunicacién
entre PEs. Antes de la computacién de la solucién global 2%, los pardmetros
Tj_1'y Tpy1 que conectan los subsistemas tienen que ser determinados. To-
mando la primera y la dltima ecuacién de cada sistema (sélo la altima del pri-
mer sistema y la primera del dltimo sistema) tenemos un ST de 2(V x W) —2
ecuaciones (sistema reducido).

22U 1
I yus1 zu4
You 2oy 1

Yu(vxw—1) 2u(vxw-1) 1

1 YU (VW —1)+1
(3.16)
TU+1 dy
Ty dU+1
Tau+1 day
X . =
TUu(vxw-—-1)+1 dU(Vfol)
TUu(vxw-1) dU(VxW71)+1
Las dos ecuaciones del PE k son:
.’E;C = u"j — .Z'j_ly;? - .Z'p_l_IZ;?,
(3.17)
x’; = u’; — ajj,ly}’; — aijz}’,f

Una aproximacion directa para la solucién del sistema podria ser congre-
garlos en un unico PE. Esto produciria un gran desbalanceo entre los PEs,
pues un unico nodo tendria la carga de resolver el sistema global, mientras
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el resto de los nodos estarian inactivos, figura 3.3.a. La solucién propuesta
en [76] consiste en resolver el sistema reducido por un arbol directo (fase de
eliminacién) y un arbol inverso (fase de sustitucién), ver figura 3.3.b.

En nuestra implementacion del método de Miiller y Scheerer usamos la
cadena del Algoritmo 6, que congrega las dos ecuaciones de todos los no-
dos de una fila en el primer PE de cada fila, resultando un sistema de 2W
ecuaciones en cada uno excepto en los PEs primero y ltimo de la primera
columna, donde los sistemas seran de 2/ —1 ecuaciones. Después resolvemos
estos sistemas usando el método que acabamos de describir. Las ecuaciones
primera y ultima dependeran de las incégnitas de los PEs superiores e infe-
riores a cada uno. Enviaremos estas dos ecuaciones de cada PE al PE 0 y
se resolvera el sistema de 2V — 2 ecuaciones. Calculados los pardmetros, las
restantes incégnitas son obtenidas a través del flujo inverso. De esta forma,
cada PE consigue dos pardmetros con los cuales puede completar la solucion
del sistema.

El método de Miiller y Scheerer [76] es un método general de paraleliza-
cién de algoritmos para resolver ST. Si se utiliza el método de Gauss en las
fases primera y segunda se obtiene el método de descomposicion de Wang
[112]. Si se utiliza el algoritmo de reduccién ciclica, se obtiene el método
descrito por Krechel y col. [63]. Nosotros utilizamos la descomposicién de
Wang, [112].

Como un ejemplo, consideremos el método para un sistema de 8 PEs y 16
ecuaciones. El sistema de 16 ecuaciones se parte en cuatro subsistemas como
en la ecuacion 3.12, ver la figura 3.4. Resolveriamos el sistema reducido que
le corresponde a cada PE por el método de Gauss, sin necesidad de realizar
comunicaciones. Los ST resultantes para el PE 2 serfan,
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0 1 2 3 4
[ ] F F F F Eliminacion
I Eliminacién/Sustitucién

IR

B e

Sustituciéon

]

Eliminacién

Eliminacién/Sustitucién

Sustitucion

(b)

Figura 3.3: Método de Miiller y Scheerer. (a) Se realiza una fase local de
eliminacion en los PEs para resolver la solucion del sistema en un tnico PE.
La fase de sustitucién local también se realiza en cada uno de los PEs. (b)
Las fases de eliminacion y de sustitucion se realizan en un arbol directo e
inverso respectivamente.
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Figura 3.4: Particionamiento de un sistema de 16 ecuaciones en 4 PEs por
el método de Miiller y Scheerer.
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bs ¢ Us ds
A2 = 2 as bs Co ug | _ dg
ar by cr Uz dr
as bg us dg
bs c¢5 Ys as
bg c Y 0
A2 = 2 s Vs Co 6| = 3.18
=7 ar by cr Y7 0 (3.18)
ag bg Ys 0
b5 Cs 25 0
2,2 _ 2 as bs Co z6 | _ 0
A2 = g - ar b7 C7 Vg - 0
ag bg <8 Cs

la solucién de cada PE se obtiene como una combinacién lineal de estas tres
soluciones parciales. Quedan dos ecuaciones (ver (3.15)) por PE salvo en el
primero y en el ultimo,

PE, — z4= Us— 252

Ty = U — TalYs — T2
PE, — 5 5 Ys 925
Tg = Ug — TaYg — T9zg
(3.19)
T9g = Ug — TgYg — L1329
PEs — Y
T2 = Uiz — TgY12 — T13212

PE3s — 13 = uiz — T12Y13

Consideramos que reducimos todas las ecuaciones a un unico PE. El sis-
tema lineal que tenemos que resolver es

2y 1 Ts Uy
I ys 25 Ty Us
ys 2z 1 Tg _ usg (3.20)
I yg 2 Tg Ug ' '
Y2 212 1 T13 U12
Ly T12 U13

Encontramos las incégnitas {x4, x5, s, T9, 12, 213} por el método de la GE,
por ejemplo, y luego, por el proceso inverso, calculamos las incégnitas res-
tantes del sistema global de la figura 3.4.
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Figura 3.5: El flujo de datos del algoritmo RC para un sistema de N = 16
ecuaciones. La parte izquierda es un arbol directo extendido y la derecha
un arbol inverso. En la fase de eliminacién los cuadrados negros represen-
tan las ecuaciones que seran procesadas en el siguiente paso mientras que
los cuadrados blancos representan las ecuaciones que no seran usadas hasta
la fase de sustitucion. En esta fase los cuadrados blancos representan las
ecuaciones y los circulos dos incognitas ya calculadas. Los nodos representan
las operaciones que se realizan sobre ecuaciones e incognitas.

3.4 Arbol extendido

En este tipo de drbol, la salida de algunos nodos son entradas para dos nodos
del siguiente paso. Este tipo de flujo se encuentra en la fase de eliminacion
del algoritmo m-RC [29, 33, 30] (r > 2). El caso r = 2 se presenta en la parte
izquierda de la figura 3.5. Las mariposas (operador B') presentan 2r — 1
entradas y r salidas.

Para una distribucion por bloques de los datos existen entradas del ope-
rador B’ que estan localizadas en diferentes PEs. Por ejemplo, en la figura
3.6 vemos que el dato de indice 3 esta en el PE (fila, columna) = (0,0) y es
necesario también en el PE de su derecha para computar la mariposa de en-
trada (3,4,5) (ver también figura 3.5). Para tener todos los datos necesarios
para la computacion de las mariposas de un paso en el mismo PE o en PEs
vecinos, la distribucion apropiada es seguir un ordenamiento serpiente.

Ademas, es necesario definir un operador que realice la transmision entre
los PEs de los datos que se necesitan para el operador B’.

Definicién 10 El operador n° envia r—1 datos localizados en las posiciones
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3 7 11
01 4 5 8 9 12 13 0 1 4 5 8 9 12 13
_— _— _—
1011 | 14 15 2 3 6 7 1011 | 14 15
v 27 23 19 15
28 20 | 24 25 | 20 21 | 16' 17 28 29 | 24 25 | 20 21 | 16 17
_— _— _—
3031 | 2627 | 2223 | 1819 | q 30 31 | 26 27 | 22 23 | 18 19
columna
31 35 39 43
32'33 | 36 37 | 40 41 | 44 45 32 33 | 36 37 | 40 41 | 44 45
_— _— _—
34 35 | 38 39 | 42 43 | 46 47 34 35 | 38 30 | 42 43 | 46 47
v 59 55 51 47
60 61 | 56 57 | 52 53 | 48' 49 60 61 | 56 57 | 52 53 | 48 49
_— _— _—
62 63 | 58 50 | 54 55 | 50 51 62 63 | 58 59 | 54 55 | 50 51

Figura 3.6: Flujo de datos del operador 7.

mds significativas del campo memoria del PE k al PE k+1. El operador n/®®

envia los r — 1 datos al PE kK + V.

De la notacion que hemos introducido en el primer capitulo podemos
escribir el arbol extendido,

Algoritmo 7 El drbol extendido de longitud N = r™ se puede implementar
por la siguiente cadena de operadores

(H 77colBigzmem)Evcol,mem(l_[ nfilaBiQmem)Efila,mem(H Bi Qmem) ) (321)

Los pasos de computaciéon y comunicacion determinados por la cadena
(3.21) son similares a los descritos en el Algoritmo 6, pero anadimos las co-
municaciones producidas por los operadores nf#¢ y peotumnae - Ep la implemen-
tacién del Algoritmo 7 segun la cadena de operadores, la primera operaciéon
es una reduccién por filas y por columnas como en la figura 3.2.a.

3.4.1 El método de la reduccion ciclica

Un algoritmo tipico con flujo de datos de drbol extendido es el algoritmo RC
[55] para ST. El RC fue aplicado por primera vez a la resolucién de los ST por
Hockney y Golub en 1965 en el computador secuencial IBM 7090. Realiza
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mas operaciones aritméticas que el método de Gauss, que es el algoritmo
secuencial mas eficiente, pero el paralelismo inherente de su flujo de datos lo
hace especialmente indicado para su computacion en procesadores vectoriales
y maquinas paralelas.

El algoritmo RC consta de dos fases, eliminacién y sustitucion, de n eta-
pas cada una, siendo N = 2" el tamano del sistema. La fase de eliminacion
tiene flujo de datos tipo drbol directo (de las hojas a la raiz) y finaliza pro-
porcionando una ecuacién con una sola incégnita. La fase de sustituciéon
resuelve esa ecuacion y calcula las restantes soluciones siguiendo un arbol
binario inverso. La versién que expondremos aqui esta basada en Evans [33],
que es un poco diferente de las versiones presentadas en [29]. En la fase de
eliminacion sélo modificamos las ecuaciones que se utilizaran en las etapas
siguientes, dejando inalteradas las que no progresan. La fase de eliminacion
se simplifica a costa de la fase de sustituciéon. En [29] se modifican las ecua-
ciones que no progresan en la fase de eliminacién para facilitar el calculo de
las incognitas en la fase de sustitucion.

Recientemente se han propuesto variantes del algorimo RC que aumentan
su paralelismo o la base de las mariposas. En el primer caso esta el algoritmo
Reduccién Ciclica Paralela (PARA-RC) [55], que resuelve el sistema en una
sola fase de n etapas computando N/2 mariposas en cada una de ellas. En
el segundo caso se encuentran los algoritmos Reduccién Triciclica ([30]) y p-
Ciclica ([29]), que utilizan mariposas con base impar > 2 con el objetivo de
minimizar los conflictos de memoria cuando se implementan en procesadores
vectoriales.

Sin pérdida de generalidad consideraremos el caso de r = 2. En la figura
3.5 mostramos el flujo de datos del algoritmo RC para un sistemas de ecua-
ciones de N = 2*. El flujo de datos de la fase de eliminacién es un arbol
extendido. La fase de eliminacién se realiza en n pasos. En cada paso se
obtiene un nuevo ST con la mitad del nimero de ecuaciones que en el pa-
so previo. Las 2"! ecuaciones obtenidas en el paso t-ésimo (t = 1,---,n)
presenta incégnitas a una distancia 2¢,

EO@) = alPzi_p + 0P 2; + Vg e = dY, (3.22)
donde 1 = k2%, 0 < k < 2", Cualquier ecuacién cuyo indice 7 esté fuera del
rango [0, N — 1] tiene de coeficientes {0,1,0,0}. La denominamos ecuacién
identidad y la denotamos por I. Cualquier incégnita con subindice fuera de
ese mismo rango tiene valor 0. Tres ecuaciones que son computadas en el
paso t-ésimo son:
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Ui9tTi_o9t + biotiot + oty = di_y
+ a;x; ot + biw; + CiTiyot = d;

+ Qi+ bipotTigor + CipaTipoar = digor,
(3.23)
Si la primera de estas ecuaciones es multiplicada por 7; = —a;/b;_ot-1, y
la dltima por v; = —¢;/b;o-1, y sumamos las tres ecuaciones, todas las

referencias a las variables x; st y ;12 son eliminadas. Los superindices
(t — 1) de los coeficientes a;, ¢;, etc..., son omitidos por simplicidad. Asi, en
el paso t-ésimo de la fase de eliminacién obtenemos la ecuacion £ (5),

W=D =1 4 20=1) . (3.24)

E(t) ('l) — ’}/(t_l)E(t_l) ('l - 2t—1) 4 E(t—l) (7/) 4 n

El segundo término de (3.24) se notard abreviadamente por [E(i —
271), E(i), B(i+20))¢0.

En este algoritmo el operador mariposa B’ admite entradas de tres ecua-
ciones, [E(i —217Y), E(i), (i +21)]*Y. Ejecutando la ecuacién (3.24) ob-
tenemos como salidas las ecuaciones E® (i) y B¢~ (i +2!~1) (representadas
por cuadrados blancos y negros en la figura 3.5). El primer sumando de (3.24)
elimina i — 2! en E(~Y(4) e introduce en ella la incégnita i —2-2!71 = 5 —2¢,
Andlogamente, el tltimo sumando elimina la incégnita ¢ + 2~! e introduce
i+2-251 =i+ 2! en la ecuacién E¢~Y (i), con lo cual resulta E®(7),

(i—2-201, j—2t1 )
(i—2t1, Q, i+20 ) s (i — 244,04+ 2
C s ot—1 9. ot-1
(i, i+2"1 i42-271)
(3.25)

En el paso n-ésimo, ultimo paso de la fase eliminacién, sélo se tiene una
ecuacién E™(0), cuyas incégnitas son z_gn, xo y zoe. COMO £_gn = x9n = 0,
la tnica incégnita de E(™(0) es my. La fase de sustitucién comienza con el
calculo del valor de la incégnita x y tiene un flujo de datos de tipo arbol
binario inverso. En cada nodo se sustituyen en la ecuacién E™~9(i) los
valores de las incégnitas i 4+ 277!, calculadas en las etapas anteriores y se
calculan las incégnitas x; (i = 27! + £2"711) donde 0 < k < 2071,
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3.5 Los algoritmos divide—y—venceras

La estrategia divide—y—vencerds consiste en dividir un problema en algunos
subproblemas de un tamano mas pequeno, resolviendo cada subproblema
independientemente y combinando los resultados obtenidos para construir
la solucién del problema original. Se genera un flujo de datos muy regular
y eficiente cuando se proyecta sobre arquitecturas paralelas, ver figura 3.7.
Vemos que a diferencia del flujo de datos de la FFT no necesita ninguna
operacion adicional de digito-inverso. Un ejemplo de este tipo de algoritmo
es el de doblamiento sucesivo de Wang y Mou [113].

~N o o WODN PO

N o o0~ N - O

Figura 3.7: Flujo de datos del algoritmo divide-y-vencerds para un sistema
de ecuaciones de N = 8. En el algoritmo de Wang y Mou los cuadrados
representan una triada de ecuaciones y los nodos las operaciones que se rea-
lizan sobre estas ecuaciones. Los nodos de este ultimo algoritmo se muestran
en la figura 3.9 con mas detalle.

El flujo de datos del algoritmo sobre la malla puede realizarse por dos
caminos alternativos:

1. Combinando operaciones de computacién (operador mariposa) y ope-
raciones de comunicacién (operador intercambio) en cada uno de los
n pasos. Es decir, en los primeros u pasos no se requieren comunica-
ciones; w pasos requieren comunicacion paralela en las filas y v pasos
necesitan comunicacion paralela en las columnas.

2. Agrupando las operaciones de computacién por un lado y las de co-
municacién por otro. Como en el caso previo, los primeros u pasos no
necesitan comunicaciones. Después se intercambian los campos memo-
ria y columna (si no son del mismo tamano, sélo se intercambia una
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parte del campo memoria) y se realizan w pasos de computacién. Fi-
nalmente, intercambiamos los campos memoria y fila y realizamos v
pasos de computacion.

El algoritmo puede escribirse de la siguiente formas:

Algoritmo 8 FEl algoritmo divide—y—vencerds de longitud N = r™ DS se
puede implementar por la siguiente cadena de operadores:

ﬁBi ﬁ E;..Bu, (3.26)

=1 i=u+1

w

(f[ Bz) Ecol,mem (H Bz) Efil,mem ﬁ327 (327)
=1

i=1 =1

Estas formulaciones del algoritmo no necesitan ningin barajamiento adi-
cional de los datos que impliquen comunicaciones diagonales entre filas y co-
lumnas. La cadena de operadores de la Proposicién (3.26) es la que obtiene
un mejor rendimiento, permitiendo solapar computaciones y comunicaciones.
Ademads, posibilita que todas las computaciones y comunicaciones ocurran
in—situ. En la figura 3.8.a se muestra el flujo de datos de la cadena (3.26)
para un sistema de ecuaciones N = 64 sobre una malla de 4 x 4 PEs y en
las figuras 3.8.b y 3.8.c la representacién indice—digito de las cadenas (3.26)
y (3.27).

3.5.1 EIl método del doblamiento sucesivo de Wang y
Mou

El algoritmo de Wang y Mou [113] actia sobre triadas de ecuaciones. En
la secuencia de triadas inicial, denotada por [i](o), 0 <1 < N, cada triada
estd construida por tres ecuaciones iguales, E(O)(i). El algoritmo se ejecuta
en n pasos. En el paso t-ésimo, la secuencia inicial esta formada por las
triadas [i]*=", 0 < i < N, constituidas por las ecuaciones

[1]D = [EUD(s2t7Y), BV (G), ECY (s 4+ 1)27 — 1)), (3.28)
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Figura 3.8: (a) Flujo de datos del algoritmo de Wang y Mou para un sistema
de ecuaciones de N = 64 (Algoritmo 8). (b) Representacién indice-digito de
la cadena (3.26). (c) Representacion indice-digito de la cadena (3.27).
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Es27) E) E(s+1)2")  E(s+2)2" 1)
L1 [ L1 [
E(s+1)2""2 Ei+R )

) Fase 1

2™ ) Els+2)2™)

E((s+1)2”

) Fase 2

R

Figura 3.9: Bosquejo del operador B en el algoritmo de Wang y Mou. En
este caso, cada nodo del algoritmo contiene tres ecuaciones.

donde s = |i/2!"!|. La ecuaciones E*~1(4) son de la forma

E(t_l)(i) = agt_l).Z'SQt—l_l + bgt_l)l‘i + Cgt_l)x(ﬁ_l)Qt—l = dz(t_l). (329)
El operador mariposa B consta de dos fases y esta esbozado en la figura
3.9. En la primera fase, la ecuacion E¢~Y((s+1)2!"'—1) se usa para eliminar
la incégnita (s +1)27" — 1 de la tercera ecuacién de la triada [i + 2t~
Denotaremos las ecuaciones de la triada [i + 2¢7!]("Y) modificadas después
de la primera fase como E'((s + 1)2!7Y), E'(i + 271 y E'((s + 2)2'™"). En
la segunda fase, emplearemos las ecuacién E'((s + 1)2¢71) para eliminar la
incognita (s + 1)2°7" de las ecuaciones E¢~D(s2071), E¢-D(G), E'(i + 2071)
y E'((s +2)2!7!). Esta fase produce cuatro ecuaciones, E®(s2!=1) E®)(7),
EO@G 27 y BEW((s42)28" — 1), que nos permitirdn construir las triadas
(@ y [i +2710.

En la tltima etapa del algoritmo cada triada [i]™ contiene la ecuacién
E™) (i) con incégnitas 2_y, z; y x9». Dado que x_; = xy = 0, una simple
divisién permite calcular cada incégnita x;.

En resumen, el algoritmo propuesto por Wang y Mou [113] para la re-
solucién de ST, presenta un flujo de datos muy regular conocido como do-
blamiento sucesivo. Cada dato consiste en una triada de ecuaciones (doce
coeficientes). La operacién (mariposa) realizada por el operador B sobre
cada pareja de triadas implica 41 operaciones aritmétricas.

La principal ventaja del algoritmo de Wang y Mou es la regularidad de
su flujo de datos que se traduce en comunicaciones poco complejas cuando
se proyecta en hipercubos, mallas o en la Connection Machine [113].
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3.5.2 El método de desacoplamiento recursivo de Spa-
letta y Evans

El algoritmo de Spaletta y Evans [101] es un buen ejemplo de un algoritmo
divide—y—venceras con base distinta de 2. Para ilustrar el algoritmo, supo-
nemos que N es una potencia de 2 con m = N/2 = 2""!. La matriz de
coeficientes A (3.6) es reorganizada de la siguiente forma

(4) T
€ Co o Yo
a; €1 0 T U1
€y Cg m—1 T2 Y2
as €3 + Z x3 Y3 ,
j=1 : :
0 EN-2 CN-2 TN 2 YN -2
an-1 €n-1 TN-1 YnN-1
(3.30)
donde
€o = by
€9 = byj —cyj—1 dondej=1,...,m—1
(3.31)
€gj—1 = byj1—ay dondej=1,...,m—1
en—1 = by

y donde los vectores x\), y() tienen solo dos elementos no nulos en las
posiciones 2(j — 1)—ésima y 2j—ésima,

x = 1 k=2j-1,25

zr = 0 otros casos

(3.32)
Yp = Q2 sik=27—1

Y = CQj_l si k= 2] y

ye = 0 otros casos

es decir,
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x9 = (0,---,0,1,1,0,---,0)" (3.33)

y9 = (0,---,0, a5, c-1,0,- -, 0)7 (3.34)

En notacion matricial, la particién de la matriz A puede ser representada
por

m—1
A=J+) xWyor, (3.35)
j=1
donde J es una matriz diagonal de bloques de la forma

J1
J
’ (3.36)
Im

Cada bloque en J es una submatriz 2 x 2, J;, del siguiente tipo

€2(i—1) C2(i-1)
J; = L i=1,2,---,m. (3.37)
Q21 €21

Los elementos de J; estan definidos en (3.31).

Esta particular particion tiene como objeto aplicar el método de Sherman—
Morrison para calcular la inversa de A [45]. Suponemos que hemos compu-
tado la matriz inversa J~! de una matriz J de dimensiones N x N. Sea A
la matriz

A=J+xyl, (3.38)

donde x, y son vectores N-dimensionales. Sherman-Morrison han demos-
trado que la matriz inversa A~! se puede computar como

At =J 1 —a(J %)GTIY), a= —F=— (3.39)

14+yTJ-1x"
El computo directo de la inversa de A tiene un coste de O(N?) operaciones
aritméticas, mientras que con el uso de la expresién (3.39) el coste es sélo
O(N?) operaciones.
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La férmula de Sherman—Morrison implica también que, una vez calculada
la inversa J ! de la matriz J y denotando u’ = J'd la solucién de Au = d,
se obtiene a partir de la expresion (3.38) como sigue,

u =41 = —alJ x)TJI 1))
(3.40)
=u —a(Jx)(y"JHd

A continuacién vamos a explicar el método de desacoplamiento recursivo
basado en las ideas ya expuestas en (3.40).

Cuando la matriz A de coeficientes es particionada como en (3.30), tene-
mos que particionar los vectores u y d de forma andloga a la matriz J. Por
lo que consideramos los vectores u y d escritos de la siguiente forma

Uo do
Uy u d1 d
0 0
U9 uy d2 d1
u= u3 = . R d = d3 = . . (341)
U, dn_
UN—2 ! dN—2 !
UN—-1 dN—l

Podemos encontrar la solucién del sistema (3.6) aplicando el método de
Sherman—Morrison recursivamente a (3.35),

(3.42)
= (I — M, xMy™T =) M, — 1

QO =1/ (1 + y(m)TMmilx(m)) )

La recurrencia obtenida permite calcular la inversa de la matriz A definida
en (3.35) a partir de My = J~'. Denotamos J~'d = u' y J~'x0) = gl). A
la particion de la matriz A y al cdlculo de los vectores u y d los conoceremos
como el paso preliminar del método. En la figura 3.10 vemos el flujo de datos
del algoritmo de desacoplamiento recursivo para un sistema de N = 8 datos.
Cada dato inicial estd formado por los elementos

(aiabiaciadiauiagzm)?”'7gi(m71)> : (343)
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Si realizamos la distribucion de los datos entre dos PEs, el dato 3 de la
figura 3.10 estd en el PE (fila,columna) = (0,0) y es necesario también
en el PE de su derecha para computar la mariposa (3,4). Con lo que esta
mariposa se realiza redundantemente en los dos PEs. Para tener todos los
datos necesarios para la computacion de las mariposas de un paso en el mismo
PE o en PEs vecinos, una distribucién apropiada es seguir un ordenamiento
serpiente (1.18).

Es necesario definir el operador que realiza la transmision de los datos
necesarios en dos nodos del operador mariposa en PEs diferentes.

Definicién 11 FEl operador 77{ envia 17 datos localizados en la parte mds
significativa del campo memoria del PE k al PE k+r', y transmite (r — 1)r7
datos localizados en la parte menos significativa del campo memoria del PE

k al PE k — r'.

De lo que podemos escribir el paso preliminar como

By ([t -t1] —[0---1]). (3.44)

Después de este paso, el algoritmo es formulado dentro de tres secciones
diferentes, respectivamente llamadas pasol, paso2y pasos3.

Paso 1 El primer paso del algoritmo consiste en encontrar la solucién de
Ju = d, que se obtiene de

Jt
Jyt
u= ) d. (3.45)
. o
Es equivalente a resolver m sistemas de la forma,
U2(i—1) dz(iq)
= J ! : (3.46)
U2i—1 dai—1

Cada uno de los bloques de la matriz diagonal de bloques J es de
dimensién 2 x 2 por lo que el calculo de su inverso es inmediato

€2i—1 —C2(i-1)

-1 _ 1 _

Ji = A; , A= €2(i—1)€2i—1 — 2;-1C2(i—1)-
—a2i—1 €2(i—1)

(3.47)
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Figura 3.10: Flujo de datos del algoritmo de desacoplamiento recursivo de
Spaletta y Evans para un sistema de ecuaciones con N = 8.
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y la solucion u del sistema se puede expresar como

(€1d0 - Cod1)/A1
(—a1d0 + egdl)/Al

(62i71d2(i71) - C2(i71)d2i71)/Az’
. 3.48
(—agi—1dagi—1y + ezi—1)dai—1) /A ( )

(€2m—1d2m—2 - CZm—Zde—l)/Am
(—agm-1dom—2 + €2m—adom—1)/An,

Se puede ver que cada uno de los m subsistemas de (3.46) se puede
resolver independientemente en cada uno de los PEs del multicompu-
tador, ver figura 3.10.

Paso 2 De una forma andaloga a la seccion previa, el segundo paso consiste

en encontrar la solucién de Jg¥) = x) para j = 1,---,m — 1, que se
obtiene
Jit
Jyt
gl) = x, j=1,2,---,m—1. (3.49)
J—l

(
9a(i-1) La(i-1)
= J! (3.50)
9521 ‘ré]z)fl
donde j =1,---,m—1. Como las matrices Ji’1 son conocidas, podemos

expresar la solucién de g\/) de cada uno de los m — 1 sistemas de (3.49)
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como sigue:

0
_02(i71)/A2i—1
() — e2(i71)/A2i—1 3.51
& €2i71/A2z’ ’ ( ' )
_a2i71/A2z’

0

0
donde los tnicos elementos no nulos estan en las posiciones (2(j — 1))
ésima, (25 — 1)—ésima, (2j)—ésima y en la (2j + 1)-ésima por la forma
que tiene el vector x\9). Los m—1 sistemas puede ser también evaluados
en paralelo, independientemente en cada PE sin ninguna comunicacion.
Algunos vectores g\¥) estan divididos entre dos PEs. En el ejemplo de
la figura 3.11 g(¥ tiene sus componentes {6,7} en el PE 0 y las {8, 9}
en el PEl. Este paso se puede resolver concurrentemente en todos los
PEs sin ninguna comunicacion.

Paso 3 Durante el iltimo paso, los vectores u y g\) son actualizados, usando
la férmula recursiva de Sherman—Morrison. Este procedimiento puede
ser escrito de la siguiente forma:

fork=1,2,---,n—1
for j = 2k~1, an—l _ ok=1 ok
aj = 1/(1 + yWTgl)
u=(I-agWyiT)u
for ¢ = 2k, 2n=1 — 2k ok
g = (I — ;gli)y@T) g
end
end
end

La solucion final se obtiene y almacena en u. Durante los primeros
n — (v 4+ w) — 1 pasos no es necesario realizar ninguna comunicacién
mientras que en los siguientes v 4+ w pasos se necesita enviar los datos
de una ecuacién al resto de los PEs que tienen esa mariposa, ver figura
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1

> 2 -~ PEO
3
5

> 6 — PEL
7
9

> 10 — = PE2
11
13>

14 .
15 PE3
17>
18 - .

19 PE4
21

> 22 — PE5
23
25

> 26 — PE6
27

29

30 — PE7
31

Figura 3.11: Los vectores gl¥) de un sistema de N = 64 ecuaciones sobre 8
PEs. En el primer paso los ¢) tienen elementos no nulos en los PEs que
vemos en la figura. Algunos, como en el caso de ¢(*®, tienen elementos no
nulos entre dos PEs, el 3 y 4.
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3.10. Por lo tanto, es necesario definir un nuevo operador que realice
la transmision de los datos necesarios entre los PEs adecuados,

Definicion 12 El operador &; envia el dato localizado en las posiciones
mas stgnificativas del campo memoria del PE k a los PEs k + 1, 1 =

{=20 —1,---,=1,1,---,27} y los datos en las posiciones menos sig-
nificativas del campo memoria del PE k + 1 a los PEs k 4+ 1, © =
{_2]',...7_171,...,2j_1}_

De lo que podemos expresar el algoritmo de desacoplamiento recursivo de
Spaletta y Evans,

Algoritmo 9 El algoritmo de desacoplamiento recursivo de Spaletta y Evans
de longitud N = r™ se puede implementar por la siguiente cadena de opera-
dores

u—1 n—1
B[ty t:1] = [0 1)B By [ [ BY [ &-uri BY (3.52)
1=1

1=u

3.6 Divide—y—venceras extendido

En la figura 3.12 mostramos el flujo de datos del algoritmo divide—y—venceras
extendido para un sistema de N = 8 ecuaciones. Cada nodo es una ecua-
cién (cuatro coeficientes). Este algoritmo tiene la misma formulacién que
el algoritmo divide—y—venceras, pero cada dato es entrada a dos mariposas
(representadas por el operador B"). Hay N/r mariposas presentando 2r
entradas y r salidas. Alguna entrada puede ser la ecuacion identidad I.

El flujo de datos del algoritmo en la malla puede realizarse por tres ca-
minos alternativos:

1. Combinando operaciones de computacién y comunicacion en cada uno
de los n pasos. En los primeros u pasos las dnicas comunicaciones
necesarias son las del operador 77;-_1. Estas comunicaciones son entre

PEs vecinos (j = 0) y el tamano de los mensajes se dobla en cada uno

de los pasos (i = 1,---,u). En los restantes n — u pasos el operador

intercambio, caracteristico del algoritmo divide—y—venceras, debe tam-

bién implementarse, lo que implica comunicaciones primero sobre las
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0 00 0 0 0 0
1 1 1 1 1
2 02 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3
4 P4 4 4 4 4
5 b5 5 5 5 5
6 & 6 6 6 6
7 )7 7 7 7 7

Figura 3.12: Flujo de datos de un algoritmo divide-y—venceras extendido
para un sistema de ecuaciones de N = 8. En el algoritmo PARA-RC los
cuadrados negros representan las ecuaciones iniciales. Los cuadrados negros
representan el resultado de la ecuacién (3.56). Los circulos y los tridngulos
también representan esta computacion pero identifican la ecuacién identidad
I como entradas superior o inferior respectivamente. La figura de la derecha
es el mismo flujo de datos pero utilizando la notacién de las mariposas B”.

columnas y después sobre las filas. Este caso es una generalizacién de
8.1 para divide-y-venceras extendido.

2. Agrupando las operaciones de computacion a un lado y las de comu-
nicacién (operador E) en el otro. A diferencia de la proposicién 8.2
todavia es necesario implementar las comunicaciones generadas por el
operador 77;'-_1. En los primeros v pasos, estas comunicaciones son entre
PEs vecinos en las filas (75™!) y en los siguientes w pasos, entre PEs
vecinos en las columnas (1 1). Ninguna comunicacién es necesaria en
los dltimos u pasos. A diferencia de la ecuacién (3.27), que implica u
pasos, en este caso es necesario realizar v pasos del primer tipo para

obtener menor niimero de comunicaciones (n} ).

3. Podemos minimizar el nimero de pasos de comunicaciones si comenza-
mos por realizar las comunicaciones que implica el operador E en los
primeros v + w pasos. De esta manera, en los restantes u pasos no son
necesarias las comunicaciones.

Algoritmo 10 FEl algoritmo divide—y—vencerds extendido se puede imple-
mentar por una de las siguientes cadenas de operadores:
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fila col mem

76 5 4 3 2 @ ng B My,
7 6 5 4 1 3 2 E,

7 6 5 1 4 3 (2 nlBT
7 6 5 1 2 4 3 Eg

7 6 2 1 5 4 (3 niBr
7 6 2 1 3 5 4 Eg

7 3 2 1 6 5 (4 niBr,
7 3 2 1 4 6 5 Eg

4 3 2 1 7 6 (95 B

4 3 2 1 7 (8 5 B

4 3 2 1 (1 6 5 B

Figura 3.13: Esquema indice-digito de la redistribucién de datos del Algo-
ritmo 10 (ecuacién (3.55)) de longitud N = 7. El circulo representa la
mariposa.

1.
[T 5 T oot a5
=1 i=u+1

2.

H 1B// Feol, mem H IBN i mem(H le',)' (3.54)
-1 =1 =1

3.
vt+w
H 10 B'Ty1Eusia H BY. (3.55)

La tercera cadena de operadores (ecuacion (3.55), figura 3.13), es la que
proporciona el mejor rendimiento, pues permite solapar comunicaciones y
computaciones. Ademads, reduce los pasos de comunicacion y la cantidad de
datos que se transfieren con respecto a las dos primeras cadenas (ecuaciones
(3.53) y (3.54)).
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3.6.1 El método de la reduccién ciclica paralela

Un algoritmo con un tipico flujo de datos divide—y—venceras extendido es el de

la reduccidn ciclica paralela (PARA-RC) [55]. Este algoritmo incrementa el

paralelismo del algoritmo RC al realizar la operacion de reduccion sobre todas

las ecuaciones en todas las etapas [55]. El paso t-ésimo consiste en obtener
(t)

las ecuaciones E;”, realizando la siguiente operacién sobre las ecuaciones

E(tfl)(,i _ 21571)7 E(tfl)(z) y E(tfl)(i 4 2t71)7

U= p=1 ;4 201 (3.56)

EO@) = ¢VEED (G — 2071 4 ECD(3) +

7

d (t-1) _ (t-1) _ . .

onde ¢ = —a;/b;j_ot-1,m; = —¢;/b;y9t-1. Eliminamos los superindices
(t — 1) de los coeficientes para mayor claridad. Las incégnitas en E¢—1 (5 —
2!71) son w;_ot, ;_gt-1 y ;. El primer término de la derecha de (3.56) elimina
Ti_o1 en E¢7Y(4) e introduce la incégnita x;_s en él. De la misma forma,
el dltimo término en la parte derecha de la ecuacion (3.56) elimina ;-1 e
introduce ;9 en la ecuacién E¢=1 (i), de lo cual resulta, E® (7).

En el paso n-ésimo, el dltimo del algoritmo, obtenemos las ecuaciones
E(”)(i) con variables z; on, T; v T;19n que, excepto la central, son 0. Esto
permite el cdlculo de x; en la ecuacion £ (3).

Hay cuatro clases de nodos en la figura 3.12. Los nodos identificados como
cuadrados blancos son las ecuaciones iniciales £ (i). Los nodos marcados
como cuadrados negros representan el resultado de la expresién (3.56). Un
circulo (tridngulo negro) también computa la ecuacién (3.56) pero siendo
su entrada superior (inferior) la ecuacién identidad, I. Identificamos como
ecuacién identidad la que presenta los coeficientes {0,1,0,0}.

3.7 Evaluacion

Hemos implementado los algoritmos paralelos de Miiller y Scheerer, RC, do-
blamiento sucesivo de Wang y Mou, PARA-RC y desacoplamiento recursivo
de Spaletta y Evans sobre el AP1000 de Fujitsu [40].

El algoritmo de Miller y Scheerer muestra una estructura de arbol di-
recto en su fase de eliminacién y una estructura de arbol inverso en su fase
de sustitucion. Ambas fases han sido implementadas usando la cadena de
operadores del Algoritmo 6, ecuaciones (3.10) y (3.11) respectivamente. El
algoritmo RC tiene una estructura de arbol extendido durante su fase de
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eliminaciéon pero una estructura de arbol inverso en su fase de sustitucién.
Este algoritmo ha sido implementado usando la cadena del Algoritmo 7 para
la primera fase y la ecuacién (3.11) en la segunda fase.

Cuando implementamos estos algoritmos sobre el AP1000 realizamos al-
gunas optimizaciones. En estos algoritmos debemos implementar las comu-
nicaciones dadas por los operadores E y n (1 sélo en el algoritmo RC). La
implementacién del primer operador la optimizamos evitando el uso de la
misma conexién por varios mensajes simultaneamente. De esta manera evi-
tamos que un mensaje esté bloqueado hasta que los otros mensajes finalicen.
Este efecto de cuello de botella lo resolvimos usando una técnica bien conoci-
da que funciona sobre muchos computadores paralelos, escala éptimamente,
y requiere un numero minimo de mensajes para ser enviados y recibidos. En
cada paso, un PE envia un mensaje a otro PE en su misma fila o columna
dependiendo si se implementa el operador Elmem o Eliamem El PE que
recibe concatena el mensaje recibido con su propio mensaje almacenado, do-
blando el tamano del mensaje de forma que en un nidmero logaritmico de
pasos un PE acumula el vector entero (ver figura 3.14).

También hemos utilizado el método propuesto por Cox y Knisley [28].
La estrategia que sigue es particionar el sistema de ecuaciones en V' x W
sistemas locales de forma que la etapa de eliminaciéon puede ser realizada
en cada sistema independientemente de los deméds. El coste de la indepen-
dencia es una redundancia computacional. El sistema global al final de este
paso se reduce a un sistema V' x W X ¢ incognitas, donde ¢ es el nimero
de incognitas que quedan en cada PE después de finalizar la etapa local. Se
pueden enviar todas las ecuaciones a un unico PE, el cual resuelve el sistema
y redistribuye los valores de las incégnitas calculadas. Otra opcion es reducir
primero el sistema por filas de forma que el primer PE de cada fila resuelva
un sistema de W X g ecuaciones y, por ultimo, el PE 0 resuelva un sistema de
W ecuaciones. En el AP1000 este método no es efectivo. El tiempo compu-
tacional redundante no compensa el tiempo de comunicacién que se ahorra.
En este computador se ha utilizado un método hibrido. Durante las prime-
ras etapas no se realizan comunicaciones pero, a partir de una cierta etapa
(pardmetro que viene determinado por el coste de tiempo de comunicacién y
computacion) se vuelven a realizar comunicaciones entre los PEs.

Ahora consideraremos la implementacion del operador 7. En el algoritmo
RC, la memoria de cada PE no almacena todos los datos necesarios para la
computacién de su primer nodo (excepto el primer PE). La aproximacién mas
simple seria ejecutar una llamada cada vez que se necesiten datos remotos,
(operadores /% y n°!). Esto seria inaceptablemente lento pues tiene el coste
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PEO PE1 PE 2 PE 3

T ’ T | Pasol

S F,,,, ;

Paso 2

H—W—H%Hﬁ:ﬁj

Figura 3.14: Implementacién del operador E/#@™m™ de una matriz de 2 en 4
PEs. En el primer paso envia los PEs 1y 2 a los PEs 0 y 3, respectivamente.
En el segundo paso se envia del PE 2 al PE 0. Asi, al final en sélo log, 4
pasos el PE 0 tiene todo el array completo que al principio estaba distribuido
entre los PEs.

de un tiempo de latencia de envio por cada dato remoto accedido. Abrir
los canales de comunicacién es mucho mas costoso temporalmente que la
cantidad de datos que se pasen. Aplicamos una alternativa al algoritmo RC
consistente en almacenar en una cola las peticiones para ser enviadas en el
ultimo paso, u — 1, (después de que cada peticién ha sido almacenada en la
cola), y ejecutando los restantes nodos. Como se puede ver en la figura 3.15,
las ecuaciones marcadas por un circulo son enviadas juntas después del paso
2 y seran ejecutadas después las ecuaciones marcadas con un cuadrado.

En las tablas 3.1 y 3.2 mostramos los resultados de la ejecucién de los
algoritmos Miiller y Scheerer y RC sobre el AP1000.

El algoritmo de Wang y Mou tiene una estructura divide-y-vencerds y
lo implementamos siguiendo la cadena de operadores del Algoritmo 8 (pri-
mera cadena). Finalmente, el algoritmo PARA-RC presenta una estructura
divide-y—venceras extendida y lo implementamos usando la cadena de ope-
radores del Algoritmo 10 (tercera cadena). También, en ambos casos, hemos
intentado optimizar las comunicaciones. Como muchos pasos requieren co-
municaciones y el nimero de datos que se comunica es grande, intentamos
solapar comunicaciones y computaciones. Para conseguirlo ejecutamos las
mariposas en cada paso en dos fases diferentes. Mientras se estan ejecutando
la mitad de las mariposas, el resultado de la otra mitad esta siendo enviada.
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{PE 0

'PE 1

'PE 2

Figura 3.15: Flujo de datos del algoritmo RC con 8 datos por PE. Los nodos
con circulo son enviados juntos después del segundo paso y los nodos con
cuadrados blancos son ejecutados.

Tabla 3.1: Medidas del tiempo de ejecucién (en milisegundos) sobre el
AP1000 para el algoritmo de Miiller y Scheerer.

Numero de datos

Nimero de PEs 219 212 214 216 218 220
1 0.36  21.51 94.68 381.83 1529.24 -

2 2.73 10.75 4596 190.74  764.47 -

4 1.40 542 21.66 94.84 382.04 1529.54

8 0.75 277 10.79 46.04 190.81  764.56

16 0.52 1.53 5.57 21.83 95.02  382.26

32 039 089 293 10.96 46.22  191.05

64 0.33 0.57 1.60 2.63 21.90 95.10

128 037 0.50 1.01 3.06 11.07 46.34

256 041 048 0.73 1.28 5.78 22.02

512 0.58 0.61 0.74 1.23 3.26 11.28
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Tabla 3.2: Medidas del tiempo de ejecucién (en milisegundos) sobre el
AP1000 para el algoritmo RC.

Numero de datos
Niumero de PEs 210 212 214 216 218 220

1 3.56 14.47 61.85 - - -
2 1.91 7.46 30.37 125.74 - -
4 1.03  3.79 15.15 62.27 - -
8 059 197 7.56 30.19 126.88 -
16 038 1.07 3.89 15.06 63.13 -
32 0.28 0.64 2.04 7.56  30.51 125.88
64 024 043 1.12 3.92  15.26 62.38
128 0.23 033 0.68 2.10 7.67  30.30
256 023 029 048 1.17 3.95 15.17
012 024 028 0.39 0.74 2.16 7.68

Esto se puede ver en las figuras 3.16.a y 3.16.b para el caso del algoritmo
divide-y—venceras. Esto se hace para evitar que un PE esté ocioso después
de enviar un mensaje esperando la recepcién de otro mensaje. Este solapa-
miento puede aplicarse a muchos de los algoritmos que hemos visto en este
capitulo. La carga computacional no se incrementa y se solapa con los perio-
dos de comunicacion. Esta aproximacién ofrece la posibilidad de solapar casi
la totalidad de comunicaciones con computaciones, ver figura 3.16.c, como es
el caso de los algoritmos PARA-RC y doblamiento sucesivo de Wang y Mou.
Si el hardware soporta simultanear comunicaciones y calculos, el cédigo puede
ser facilmente transformado. En las tablas 3.3 y 3.4 mostramos los tiempos
para los algoritmos doblamiento sucesivo de Wang y Mou y PARA-RC en el
AP1000 con solapamiento de comunicaciones y computaciones.

El algoritmo de desacoplamiento recursivo de Spaletta y Evans muestra
una estructura divide—-y-venceras base 2 en el paso preliminar y en los dos
primeros pasos y una estructura divide—y—venceras de base potencia de dos
en el resto de las etapas del paso 3. Ha sido implementado usando la cadena
de operadores de la proposicién 9, ecuacion 3.52. En la tabla 5 mostramos
los tiempos de ejecucion.

El algoritmo para ST con el mejor tiempo de los que hemos tratado ha sido
el algoritmo RC. El de Miiller y Scheerer (Algoritmo 6) y el RC (Algoritmo
7) son los mas rapidos. Pero el algoritmo RC es casi dos veces mds rapido
que el de Miiller y Scheerer, ver figura 3.17.a. Ambos muestran el problema
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Figura 3.16: Flujo de datos en el PE 0 para el algoritmo doblamiento sucesivo
de Wang y Mou de N = 16 datos sobre dos PEs. (a) En este caso el PE
envia todos los datos en un unico mensaje y espera la llegada inactivamente
de los datos procedente del PE1. (b) Solapamiento de comunicaciones y
computaciones por lo que el tiempo de comunicacién esta enmascarado con
las comunicaciones. (c¢) Diagrama temporal de los casos (a) y (b). . es el
tiempo de computacion de una mariposa, t; es el tiempo de latencia y ¢, el
tiempo de transferencia de un elemento.
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Tabla 3.3: Medidas del tiempo de la ejecucién (en milisegundos) sobre el

AP1000 para el algoritmo de doblamiento sucesivo de Wang y Mou.

Numero de datos

Numero de PEs 210 212 214 216 218 220
1 50.06 257.04 1209.91 - - -
2 26.26 127.94 629.24 - - -
4 13.88  66.06 324.01 - - -
8 739 3413 16142 774.43 - -
16 4.02 17.88 82.13 393.78 1780.88 -
32 2.17 9.44 42.23 19537  918.28 -
64 1.26 5.09 21.96 98.70  466.38 2077.20

128 0.73 2.69 11.52  50.39 229.54 1068.59
256 0.46 1.52 6.12  26.17 11540  540.33
012 0.17 0.91 3.25 13.62 58.92  265.25

Tabla 3.4: Medidas del tiempo de la ejecucién (en milisegundos) sobre el

AP1000 para el algoritmo PARA-RC.

Numero de datos

Numero de PEs 210 212 214 216 218 220
1 32.16 190.73 906.20 4201.29 - -
2 16.25  77.75 446.55 2074.84 - -
4 8.31  39.08 220.71 1025.59 - -
8 431 19.81 92.02 506.41 2318.58 -
16 222 10.13 46.14  250.34 1148.33 -
32 1.25 5.23 2334 106.42  566.03 2566.47
64 0.73 273 11.99 53.42  280.61 1273.65

128 0.49 1.54 6.27 27.18  121.87  630.72
256 0.37 0.92 3.27 14.03 61.36  312.72
012 0.33 0.60 1.86 7.33 31.19  137.83
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Tabla 3.5: Medidas del tiempo de la ejecucién (en milisegundos) sobre el
AP1000 para el algoritmo de Spaletta y Evans.

Numero de datos
Nimero de PEs 210 211 212 214 216

1 195.24 766.26 - - -
2 37.39 143.25 557.25 - -
4 10.40  38.18 144.74 - -
8 3.27 10.70  38.74 561.44 -
16 1.30 3.47 11.06 146.98 -
32 0.78 1.50 3.74  40.01 566.08
64 0.78 1.08 1.82 1211 149.48
128 1.19 1.32 1.62 4.81 41.79
256 2.14 2.21 2.33 3.47  14.17
012 4.13 4.17 4.22 4.68 8.14

de todos los algoritmos con una estructura en arbol: una mala escalabilidad,
que todavia es mdas notable en el segundo algoritmo (ver figuras 3.17.b y
3.17.c). En ambos casos, los nodos computacionales en cada paso se reducen
en un factor N/r pero el segundo algoritmo tiene una mayor complejidad
computacional por nodo.

Por otra parte, los algoritmos de doblamiento sucesivo de Wang y Mou
(Algoritmo 8), PARA-RC (Algoritmo 10) y el algoritmo de desacoplamiento
recursivo de Spaletta y Evans ( Algoritmo 9) son peores que los otros algo-
ritmos. El algoritmo PARA-RC ha sido mejor en tiempo que el algoritmo
de doblamiento sucesivo de Wang y Mou, ver figura 3.17.a. Esto es debido a
que los nodos utilizan una triada de ecuaciones para los cédlculos, resultando
una mayor carga computacional, y mejor escalabilidad como consecuencia
del solapamiento entre comunicaciones y computaciones (ver figuras 3.17.b y
3.17.c).

Los algoritmos PARA-RC y Spaletta y Evans no pueden competir con
los algoritmos RC y Miiller y Scheerer en términos de tiempo de ejecucion.
Sin embargo, muestran un buen rendimiento en términos de aceleracién y
eficiencia, consiguiendo sobreaceleracion, ver figura 3.17. Pero la memoria
necesaria para el algoritmo de Spaletta—Evans es la peor, seguido del algo-
ritmo de Miiller-Scheerer.

En las figuras 3.18 mostramos la aceleracion relativa obtenida para algu-
nos tamanos de la secuencia de datos de entrada para los diferentes algorit-
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Figura 3.17: (a) Gréaficas de tiempos para los algoritmos RC, Miiller y Schee-
rer, PARA-RC, doblamiento sucesivo de Wang y Mou y Spaletta y Evans
para N = 2'0 datos. (b) Eficiencia. (c) Eficiencia para N = 2'* datos de
los algoritmos RC, Miiller y Scheerer, PARA-RC y doblamiento sucesivo de

Wang y Mou
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Figura 3.18: Aceleracion relativa para N = 2!, N =216 N =18 y N = 2%0
datos. (a) Algoritmo Miiller y Scheerer. (b) Algoritmo RC. (c¢) Algoritmo
doblamiento sucesivo de Wang y Mou (d) Algoritmo PARA-RC.
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mos. Estos resultados muestran que las técnicas empleadas en la paraleliza-
cién dan un excelente rendimiento sobre un computador con topologia malla.
En todos los algoritmos la aceleracion relativa estd préoximo a dos. Hemos
obtenido una sobreaceleracion en estos algoritmos cuando cada PE contiene
los mismos datos que el tamaiio de la cache de cada PE (2'* - 8bytes=128
Kbytes).



Capitulo 4

Arboles completos

4.1 Introducciéon

Dentro del campo general del mapeado de grafos, un problema de gran interés
es el mapeado de arboles r—arios completos sobre las topologias de array
lineal y malla. El interés del mapeado de arboles r-arios completos sobre
arrays lineales y mallas se orienta tanto a la implementaciéon VLSI como a
la programaciéon paralela. Los arboles aparecen en multiples campos de las
ciencias de computaciéon donde su ambito de aplicacién se puede agrupar en
los siguientes grupos:

e En estructuras de datos. Las estructuras de datos organizadas me-
diante arboles, usando listas enlazadas y punteros para su represen-
tacion, se utilizan para realizar busquedas, recuperacion y actualiza-
cién de la informacion. Los algoritmos que realizan busqueda hacia
atrds (Bractracking) determinan la solucién éptima de un problema
realizando una busqueda sistematica en el conjunto de soluciones, que
estd organizado en forma de arbol.

e En estructuras de computacion. Existen maquinas paralelas que
organizan los PEs en forma de drbol, como la CM (Connection Machi-
ne). También son muy atractivos desde el punto de vista de la inte-
graciéon VLSI. Con el desarrollo de la tecnologia VLSI se hace posible
construir grandes bloques de silicio que contienen muchos elementos
de procesamiento interconectados de muy diversas formas. Muchos
patrones de interconexion han sido propuestos para resolver una gran
variedad de problemas. Algunos patrones tipicos son arrays lineales,

119
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arrays rectangulares y hexagonales, arboles binarios, etc. El principal
problema es que mientras un cierto patrén es bueno para una deter-
minada aplicacién lo es menos para otras. En el caso del arbol, se
ha mostrado que necesita interconexiones simples y regulares lo cual
reduce sensiblemente el coste.

e Algoritmos con flujo de datos en arbol. El arbol r—ario comple-
to es la estructura subyacente a la aplicaciéon del algoritmo DV para
la resolucién de muchos problemas. Esta estrategia es universalmente
aceptada como uno de los paradigmas basicos en el diseno de algorit-
mos paralelos. Esta clase de algoritmos son secuenciales entre niveles,
inherentemene paralelos en cada nivel e irregulares en el nimero de
datos entre niveles. Existen algoritmos tipo arbol sencillos que realizan
subtareas de otros mas complejos. Ejemplos tipicos son el calculo del
producto de N datos para una operacién asociativa, la obtencién del
maximo de N elementos para determinar una relaciéon de orden, algo-
ritmos de ordenacién y mezcla de listas, etc. Ejemplos mas especificos
aparecen en todas las areas de la ciencia y la ingenieria.

En general, no es posible mapear un arbol r-ario sobre un array o malla
de PEs de tal forma que se asigne un tinico nodo del arbol por PE y que las
comunicaciones generadas por los arcos sean entre PEs vecinos (proyeccién
de expansion 1y dilatacion 1) [46]. Esto se debe a que el nimero de nodos
de un arbol es mayor que en un array lineal o en una malla. Asi, para un
multiprocesador de orden n, el nimero de PEs conectados en un array lineal
es n y en el caso de la malla n?, frente al ntimero de nodos de un arbol
r-ario de n niveles, que es O(r"). Este problema no existe en el mapeado de
arboles binarios en multiprocesadores de topologia hipercubo [117, 110, 111].
El nimero de PEs de un hipercubo de dimension n es 2", que es del mismo
orden que el nimero de nodos de un arbol binario de n niveles.

En la bibliografia se han propuesto distintas técnicas para mapear arboles
r-arios sobre arrays o mallas que pueden encuadrarse en alguna de las tres
siguientes categorias:

1. Mapeado que asigna un nodo del arbol a cada PE y con comunicaciones
entre PEs no vecinos.

2. Mapeado que asigna mas de un nodo del arbol a cada PE y con comu-
nicaciones entre PEs vecinos.

3. Mapeado que asigna mas de un nodo del arbol a cada PE y con comu-
nicaciones entre PEs no vecinos.
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Figura 4.1: Mapeado de un arbol binario completo de cinco niveles sobre una
malla 7 X 7 con la aproximacion arbol en H.

La primera categoria de mapeado se ha utilizado extensivamente en la
implementacion de estructuras de tipo arbol binario en VLSI. Las primeras
propuestas para proyectar (laying out ) arquitecturas arbol sobre VLSI esta-
ban basadas en cldsica aproximacién arbol en H [57], ver figura 4.1. Tales
proyecciones (layouts) mostraban areas ineficientes y largas interconexiones,
particularmente para grandes arboles con un gran nimero de nodos de pro-
cesamiento. Otros disefios, [46, 118], empleaban los esquemas basados en
baldosas (tiles) para mejorar la utilizacién del silicio y el retardo de pro-
pagacion. El esquema de proyeccion del arbol propuesto usa una estrategia
jerarquica tal que el arbol del tamano requerido es construido interconec-
tando de forma apropiada un conjunto de tiles bésicos. Algunos de estos
mapeados, si estan basados en la estructura H o en tiles, presentan el incon-
veniente de que la longitud de comunicacién crece indefinidamente conforme
nos alejamos de la raiz del arbol.

Los mapeados pertenecientes a la segunda categoria son mas adecuados
para implementar tanto en VLSI como en los multiprocesadores. Las comu-
nicaciones se restringen a PEs vecinos a costa de asignar mas de un nodo
del arbol a cada PE. La solucién mas basica perteneciente a esta categoria
consiste en asignar uno de los niveles completos del arbol a cada PE [24, 26].
Esta solucion es facil de programar pero extremadamente desbalanceada,
pues el nimero de nodos de cada nivel del arbol r-ario aumenta en un factor
r. Las soluciones mas eficientes pertenecientes a esta segunda categoria son
las que balancean la distribucion de nodos entre los PEs. A modo de ejemplo,
en la figura 4.2 mostramos la distribuciéon de un arbol binario de 32 nodos
sobre una malla de 16 PEs, asignando 2 nodos a cada uno de los PEs. En
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‘7 .30 19
28 1 14 ™15 131

Figura 4.2: El mapeado de un arbol binario completo de 5 niveles (31 nodos)
sobre una malla de 4 x 4 PEs. La distribucién de los nodos entre los PEs es
balanceada (2 nodos por PE salvo el PE que contiene el nodo raiz que sélo
tiene un nodo) y todas las comunicaciones son entre PEs vecinos. La raiz del
arbol se ha asignado a uno de los PEs centrales de la malla.

este ejemplo, la raiz del arbol se coloca en uno de los nodos centrales de la
malla, de forma que los nodos del iltimo nivel del arbol alcanzan los PEs
de las esquinas de la malla. En el caso general, si el tamano de la malla es
pequeno, el particionamiento de los nodos del arbol entre los PEs puede rea-
lizarse directamente, explorando todos los posibles mapeados. Sin embargo,
si el tamano de la malla es grande este método es muy costoso (el problema
es NP-completo). En el caso del ejemplo anterior, el drbol binario minimo
que puede mapearse sobre una malla de ese tamano (4 x 4 PEs) contiene 5
niveles y 31 nodos. Sin embargo, en el caso de una malla de 16 x 16 PEs, el
arbol binario minimo que puede mapearse contiene 17 niveles. Esto implica
distribuir 131.071 nodos entre los 256 PEs (512 nodos por PE). El problema,
es por tanto, demasiado grande para abordarlo directamente.

La tercera categoria de mapeado también se emplea en los multiprocesa-
dores. La solucion bésica utilizada es la que distribuye los nodos entre los
PEs de tal forma que en las primeras etapas no se precisan comunicaciones.
Cada PE realiza todas las computaciones posibles con los nodos que tiene
almacenados. Una vez completadas estas, los PEs intercambian datos, en ge-
neral, entre PEs no vecinos. El balanceo de la carga computacional entre los
PEs también se sacrifica con el objeto de maximizar el nimero de operaciones
que pueden realizarse sin necesidad de comunicaciones. Este tipo de solucio-
nes es util cuando las comunicaciones entre PEs vecinos son muy costosas y
comparables a las que tienen lugar entre PEs no vecinos. Asi, por ejemplo
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en [43] se estudia el mapeado de drboles orientados sobre arrays lineales y
en [109] se utiliza el ordenamiento de tipo serpiente para mapear arboles
orientados sobre multiprocesadores de interconexion malla. Otro mapeado
de este tipo sobre multiprocesadores de interconexion malla se propone en
[44]. En [1] se utiliza la técnica tree—contraction como aproximacion estandar
en la paralelizacién de subproblemas de escasa granularidad. En [94] propo-
nen una solucién, llamada distributed—tree—contraction para subproblemas de
gran granularidad basada en el método de grain—packing [60]. Esta solucion
evita el excesivo coste en las comunicaciones causado por la adaptacion di-
recta del algoritmo descrito en [1].

A continuacion se definirdn de forma breve y precisa los términos maés
usados y se analizara el ambito de aplicacion de los mismos. Luego pre-
sentaremos dos metodologias generales para realizar el particionamiento y
mapeado de arboles r-arios completos sobre arrays y mallas considerando
comunicaciones entre PEs vecinos. En los disenos propuestos previamen-
te en la bibliografia, el estudio se restringe a arboles binarios completos y
ninguna de las técnicas que hemos recopilado se ha generalizado a arboles
completos r—arios. Como en los otros disenos existentes en la bibliografia,
suponemos que el tamano de los PEs es relativamente grande comparado con
el ancho de interconexion. Por tanto, la principal preocupacion de nuestro
diseno es la alta utilizaciéon de los PEs; y para el rendimiento, la minimizacion
de la distancia de interconexion de los nodos conectados en el arbol.

En la primera parte de este capitulo consideramos una distribucién ba-
lanceada de la carga (categoria 2), teniendo en cuenta, sélo el problema del
mapeado, sin considerar la planificacién (scheduling) de las operaciones re-
presentadas por los nodos. Es decir, consideraremos que los arboles son no
orientados.

Al final del capitulo (seccién 4.5) extenderemos la metodologia para consi-
derar arboles orientados. Es decir, supondremos que una tarea representada
por un nodo no podra comenzar a ejecutarse hasta que finalicen las tareas
previas. Consideraremos la distribucion y temporizacion de las tareas para
conseguir un buen baleaceamiento de la carga.

4.2 Planteamiento del problema

Consideraremos arboles r-arios completos donde cada nodo interno (un nodo
no hoja), tiene r hijos.

En los procedimientos de mapeado de los arboles r-arios que vamos a
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proponer permitiremos sélo comunicaciones entre PEs vecinos. Asi, dos no-
dos unidos por un arco del arbol se asignaran al mismo PE o a PEs vecinos.
Esto implica que, poniendo la raiz del arbol en uno de los PEs del array o de
la malla, la distancia que pueden alcanzar los nodos del arbol se ve limitada
por el propio numero de niveles del drbol. En concreto, sobre arrays de V'
PEs y colocando la raiz en el PE de una esquina, pueden mapearse arboles
tales que n > V. La igualdad, por ejemplo, puede conseguirse en el caso en
que se asigne un nivel del drbol a cada PE. Sobre una malla de W x V' PEs,
colocando la raiz del arbol en una esquina, pueden mapearse arboles tales
que n >V +W —1. Sila raiz del arbol se coloca en uno de los PEs centrales,
deberd verificarse n > |V/2] en el caso del array o n > |V/2| + |[W/2] en el
caso de la malla.

Impondremos que la distribucién de los nodos del arbol entre los PEs sea
balanceada. En concreto, asignaremos un maximo de U = [ N/W x V| nodos
a cada PE, siendo W x V el niimero de PEs. A medida que consideremos
arrays y mallas de mayor tamano, el nimero de nodos por PE sera mayor,
pues los arboles crecen en mayor proporcion que los arrays o mallas. Asi, un
array de longitud n contiene n PEs y una malla de lado n, n? PEs, mientras
que un arbol de n niveles contiene O(r") nodos.

Realizado el mapeado de un arbol de n niveles sobre un array o una
malla, este resultado puede utilizarse para mapear un arbol de un mayor
nimero de niveles sobre el mismo array o malla. Para ello, utilizaremos un
procedimiento consistente en contraer un arbol de n + 1 niveles sobre uno
de n niveles, mapeando este ultimo. Asi, asignaremos el conjunto de nodos
{i-r+7, 0<j<r} del primer drbol al nodo i del segundo. Esta contrac-
cion presenta una singularidad en el nodo 1. Para evitar esta singularidad
debemos considerar en el arbol un nodo adicional conectado a la raiz y de-
signado como nodo 0. En la figura 4.3 mostramos un ejemplo concreto de
este procedimiento.

4.3 Mapeado de arboles r-arios en arrays

En esta seccion estudiaremos el mapeado de un arbol r-ario sobre un array,
primero asignando la raiz del arbol al PE de una esquina del array y, a
continuacion, asignandola al PE central.
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Figura 4.3: Contraccion de un drbol 3-ario de 3 niveles sobre otro de 2 niveles.
Asi, por ejemplo, asignamos los nodos 9, 10 y 11 del primero al nodo 3 del
segundo. Para que la contraccion esté bien definida hemos incluido en ambos
arboles un nodo adicional conectado a la raiz y designado como nodo 0.

4.3.1 Asignacion de la raiz del arbol al PE de una es-
quina del array

En este primer caso consideraremos la distribucién de los nodos de un arbol
r-ario de n niveles (N = Z=L nodos) sobre un array de n PEs. Como hemos
visto en la seccion anterior esto no supone ninguna restriccioén, pues arboles
mayores pueden mapearse contrayéndolos previamente sobre arboles de n

niveles.

El mapeado de los nodos del arbol entre los PEs la haremos imponiendo
las siguientes condiciones:

1. La distribucion de los nodos del arbol entre los PEs sera balanceada.
A cada PE le asignaremos U = [N/n| nodos, excepto al PE 1, que le
asignaremos los restantes hasta completar todos los nodos del arbol.

2. Las comunicaciones seran solo entre PEs vecinos. Los nodos que en
el arbol estdn unidos por arcos los asignaremos al mismo PE o a PEs
vecinos.

3. Las comunicaciones entre PEs seran siempre en el mismo sentido. La
raiz del arbol serd asignada al primer PE del array. Los hijos de cada
nodo se asignaran al PE que contiene dicho nodo o al PE de indice
inmediatamente superior. De esta forma, partiendo de la raiz de arbol y
ascendiendo a niveles superiores, las comunicaciones entre PEs tendran
lugar siempre en el mismo sentido (de PEs de menor indice a PEs de
mayor indice).
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Los PEs del array los numeraremos de 1 a n y denominaremos C'(i) el
conjunto de nodos del arbol que asignaremos al PE ¢. De las condiciones im-
puestas arriba al mapeado se deducen las restricciones dadas por el siguiente
conjunto de lemas:

Lema 11 Si C(i) y C(i + 1) son, respectivamente, el conjunto de nodos
asignados a los PEs i y i + 1, entonces el conjunto C(i) debe incluir los
nodos {j | j-reC(i+1), j & C(i+1)}, mientras que el conjunto C(i+ 1)
incluird los nodos {j | j/r € C(i), j & C(i)}.

Demostracién Este lema se deduce de las condiciones 2 y 3. Asi con-
seguimos que el padre de un nodo se encuentre en el mismo PE que dicho
nodo o en el PE de indice inmediatamente inferior. O

Lema 12 Al PE i debemos asignarle nodos de niveles mayores o iquales que
i

Demostracion A partir de las condiciones 2 y 3. Puesto que hemos
asignado el nodo 1 al PE 1 y las comunicaciones que pueden generar los
arcos del arbol son sélo entre PEs vecinos, al llegar al PE ¢ debemos asignarle
nodos de niveles mayores o iguales que 7. O

De aqui se deduce que al PE n se le debe asignar nodos del nivel n del
arbol.

Lema 13 5@ m; es el nimero de nodos del nivel i asignados al PE i, debe
verificarse mjzy <r-m;, 1 =1,...,n—1.

Demostraciéon A partir de las condiciones 2 y 3. Si la desigualdad no se
verifica no serd posible asignar comunicaciones entre PEs vecinos a los arcos
que unen los padres de los niveles ¢ con los hijos de los niveles ¢+ 1 del arbol.
a

Lema 14 Debe verificarse [U/r" "] < m; < L%J, i=1,...,n con
rn—i+l_1

r—1

Nn—i—i—l =

Demostracion A partir de las condiciones 1, 2 y 3. La primera desi-
gualdad se deduce de lo siguiente: el PE n contiene U nodos del nivel n, el
PE n—1 debe incluir los [U/r] padres de estos nodos, el PE n—2 los [U/r?]
padres de estos ultimos, y asi sucesivamente.
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NODO ASIGNADO INCORRECTAMENTE

Figura 4.4: Ejemplo de mapeado que no verifica el Lema 15. Para i = 3, es
m3 =3 (nodos 4, 5y 6) y [m;/r""%] = 2. Como no se verifica el lema 15, el
PE 1 so6lo podra contener el nodo 1, por lo que la distribucién de los nodos
no puede ser balanceada.

En cuanto a la segunda desigualdad el razonamiento es como sigue. Sea €);
el subgrafo formado por los nodos asignados a los PEs del ¢ al n. El nimero de

niveles de Q; es n—i+1 y el nimero total de nodos es (n—i+1)U. El nimero
(n—i+1)U

Np—iy1 J

donde N, ;1 es el numero de nodos que contiene uno de estos subdrboles.

Como las raices de estos subarboles deben estar en el nivel ¢, de aqui se
deduce que m; < {MJ O

Np—i+1

maximo de subdarboles en el nivel n — ¢ + 1 incluidos en €2; serd {

Lema 15 FEzxcepto en el caso en que el PE 1 contenga sélo la raiz del arbol,
debe verificarse m; < [(r — 1)r'™2], i =1,...,n.

Demostracion A partir de las condiciones 1, 2 y 3. En efecto, si
m; > [(r — 1)r"=?] para algtn i, entonces my = [m;/r'?] = r y C(1)
solo podra contener la raiz del arbol. O

Este lema nos va a garantizar que podamos incluir los nodos suficientes

en cada uno de los conjuntos asignados a los PEs. La figura 4.4 ilustra este
lema con un contraejemplo.

En los procedimientos que describimos a continuacién, asignaremos al
PE n los U primeros nodos del nivel n del arbol, es decir, el conjunto de
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PE 5 4 3 21

Figura 4.5: Ejemplo de las restricciones en la asignacién de los nodos a los
PEs. Hemos fijado la asignacién de los nodos de indices 16 a 22 al PE 5.
Esta primera asignacion implica que los nodos de las zonas rayadas deben
asignarse obligatoriamente a los correspondientes PEs. A continuacion, los
PEs deben completarse (hasta un total de U = 7 nodos) con nodos de las
zonas especificadas.

nodos C(n) = {r""'+j, 0 < j < U} (son posibles otras asignaciones).
Segun el lema 1, esta asignacion nos fija la ubicacién de los [U/r| padres de
C(n), que deben asignarse al conjunto C'(n — 1); ademds, debemos asignar
los [U/r?] padres de estos tltimos al conjunto C(n—2); y asi sucesivamente.
A continuacién, debemos completar los conjuntos con nodos no asignados.
Los lemas 11 a 15 nos restringen las posibilidades de eleccién. En la figura
4.5 mostramos estas restricciones para un ejemplo concreto.

Para completar los conjuntos, nosotros vamos a utilizar dos tipos de ma-
peado que, por su similitud con las técnicas de exploracion de grafos, denomi-
naremos mapeado en anchura y profundidad, respectivamente. En el primero
de los casos, los conjuntos seran completados con nodos del nivel mas alto
posible (mapeado en anchura), mientras que en el segundo, los completare-
mos con nodos del nivel mas bajo posible (mapeado en profundidad). La
numeracion de los niveles es la que se muestra en la figura 1.6.

Teorema 1 Un drbol r-ario de n niveles puede mapearse sobre un array de
n PEs empleando el siguiente procedimiento (mapeado en anchura):

1. Asignar al PE n el conjunto de nodos C(n) = {r"~' +j, 0<j < U}.
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2. Asignar al PE i el conjunto de nodos {j | j-r € C(i+1), j ¢ C(i+1)}

3. Completar el conjunto con nodos no asignados del nivel mds alto posi-
ble.

4. Repetir los pasos 2 y 3 hasta completar los PFEs.

siendo N el niumero de nodos del drbol y U = [N/n]| el nimero de nodos
asignados a cada PE, excepto al PE 1.

Demostracion Debemos demostrar los dos siguientes puntos:

1. Que los hijos de un nodo son asignados al mismo PE que dicho nodo o
al PE de indice inmediatamente superior.

2. Que cada PE contiene U nodos.

Comenzaremos verificando el primer punto. Del procedimiento de asig-
nacién de los nodos se deduce que, si un nodo esta situado en el PE k + 1,
su padre se encontrard en el PE k (suponiendo que no se encuentre en el PE
k + 1). Debemos comprobar la situacién del resto de hijos de dicho padre
situado en el PE k. Comprobemos que, si sus hijos no se encuentran en el
PE k + 1, entonces se encontraran en el PE k. Esto lo podemos asegurar si,
en cada etapa, han sido asignados todos los sucesores de los nodos del nivel
mas bajo. Asi, sea §2; el subgrafo formado por los nodos asignados en las
n—i+ 1 primeras etapas (nodos asignados al conjunto de PEs comprendidos
entre el ¢ y el n). Q; incluye un total de m; = [U/r"~*] nodos del nivel .
Puesto que el total de nodos asignados ((n — i + 1)U) es mayor o igual que
el nimero de sucesores de los nodos del nivel i (m; - N,_;41, lema 14), €,
contiene a todos los sucesores de los nodos del nivel .

Verificaremos, a continuacion, el segundo punto. Puesto que se verifica
m; < [(r—1)r""2], i =1,...,n (lema 15), no van a existir nodos aislados
no alcanzables para determinados conjuntos. Por tanto, una vez incluidos
los nodos obligatorios en cada conjunto (dados por el lema 11), podemos
completar estos con nodos adicionales hasta el total de U nodos.O

En la figura 4.6 mostramos la aplicacién de este procedimiento sobre un
ejemplo. En este ejemplo mapeamos un arbol 3-ario de 4 niveles sobre un
array de 4 PEs. El teorema 1 se aplica de la siguiente forma:

1. Asignamos al PE 4 el conjunto de nodos C'(4)={27, 28, 29, 30, 31, 32,
33, 34, 35, 36}.
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Figura 4.6: Mapeado en anchura (teorema 1) de un arbol 3-ario completo
de 4 niveles (40 nodos) sobre un array lineal de 4 PEs. Cada PE contiene
U = 10 nodos. A modo de ejemplo, observar que para el conjunto de nodos
del PE 3, los nodos asignados obligatoriamente son los de indices 9, 10, 11,
12, 37 y 38. Este conjunto se completa con nodos adicionales (nodos de
indices 39 a 42) del nivel méas alto posible (el 4).

2. Asignamos al PE 3 el conjunto de nodos {9, 10, 11, 12}.

3. Completamos el conjunto C'(3) con los nodos 37, 38, 39, 40, 41 y 42
(del nivel 4).

2. Asignamos al PE 2 el conjunto de nodos {3, 4, 13, 14}.

3. Completamos el conjunto C'(2) con lo nodos 43, 44, 45, 46, 47 y 48 (del
nivel 4).

2. Asignamos al PE 1 el conjunto de nodos {1, 15, 16}.

3. Completamos el conjunto C(1) con los nodos 49, 50, 51, 52, 53 (del
nivel 4), 17 (del nivel 3) y 5 (del nivel 2).

Teorema 2 Un drbol r-ario de n niveles puede mapearse sobre un array de
n PEs empleando el siguiente procedimiento (mapeado en profundidad):

1. Asignar al PE n el conjunto de nodos C(n) = {r"~' +j, 0<j < U}.

2. Asignar al PE i el conjunto {j | j-re€ C(i+1), j ¢ C(i+1)}.



4.3. Mapeado de arboles r-arios en arrays

131

3. Completar el conjunto con nodos no asignados del nivel mas bajo po-
sible cuyos hijos ya hayan sido asignados (incluidos los hijos que se
van asignando en este paso). Las restricciones son las siguientes: no
asignar a C(i) nodos de niveles menores que i ni mds de [(r — 1)r'=2]
nodos del nivel 1.

4. Repetir los pasos 2 y 3 hasta completar los PFEs.

siendo N el nimero de nodos del drbol y U = [N/n] el nimero de nodos
asignados a cada PE, excepto al PE 1.

Demostracion La demostracién de este teorema es similar a la del
teorema 1. Sea 2; el subgrafo formado por los nodos asignados en las n—i+1
primeras etapas (nodos asignados al conjunto de PEs comprendidos entre el

iy el n). Q; incluye un total de m; = min{ L%J, [(r — 1)r*"?]} nodos
del nivel i (V41 = ’"n_rzji_l). Puesto que se verifica el lema 14, €); contiene
a todos los sucesores de los nodos del nivel i. Ademads, al verificarse el lema
15, los conjuntos pueden completarse con nodos adicionales hasta el total de

U nodos. O

En la figura 4.7 mostramos la aplicacién del procedimiento descrito en el
teorema 2 sobre el mismo ejemplo que en el teorema 1. Distribuimos los 40
nodos del arbol 3-ario de 4 niveles sobre un array de 4 PEs de la siguiente
forma:

1. Asignamos al PE 4 el conjunto de nodos C'(4)={27, 28, 29, 30, 31, 32,
33, 34, 35, 36}.

2. Asignamos al PE 3 el conjunto de nodos {9, 10, 11, 12}.

3. Completamos el conjunto C(3) con los nodos 37, 38, 39, 40, 41 (del
nivel 4) y 13 (del nivel 3).

2. Asignamos al PE 2 el conjunto de nodos {3, 4}.

3. Completamos el conjunto C'(2) con lo nodos 42, 43, 44, 45, 46, 47 (del
nivel 4), 14 y 15 (del nivel 3).

2. Asignamos al PE 1 el conjunto de nodos {1, 5}.

3. Completamos el conjunto C'(1) con los nodos 48, 49, 50, 51, 52, 53 (del
nivel 4) y 16, 17 (del nivel 3).
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Figura 4.7: Mapeado en profundidad (teorema 2) de un arbol 3-ario completo
de 4 niveles (40 nodos) sobre un array lineal de 4 PEs. Cada PE contiene
U = 10 nodos. A modo de ejemplo, observar que para el conjunto de nodos
del PE 3, los nodos asignados obligatoriamente son los de indices 9, 10, 11,
12, 37 y 38. Este conjunto se completa con nodos adicionales (nodos de
indices 13, 39, 40, 41) de los niveles mas bajos posibles (el 3 y el 4).

El procedimiento dado por el teorema 2 puede formularse de una forma al-
ternativa, en la que comenzamos asignando nodos al PE 1. Esta formulaciéon
constituye el siguiente teorema.

Teorema 3 Un drbol r-ario de n niveles puede mapearse sobre un array de
n PEs empleando el siguiente procedimiento (mapeado en profundidad):

1. Asignar al conjunto de nodos del PE 1, C(1), el nodo 1.

2. Completar el conjunto de la siguiente forma: si j es el nodo de indice
mds alto del conjunto con hijos todavia no asignados, anadir al conjunto
el hijo de indice mds alto del nodo j. Repetir este paso hasta completar
el conjunto.

3. Asignar al PE i el conjunto {j | |j/r] € C(i—1), j ¢ C>i —1)}.

4. Repetir los pasos 2 y 3 hasta completar los conjuntos y los PEs.

siendo N el numero de nodos del drbol y U = [N/n]| el nimero de nodos
asignados a cada PE, excepto al PE 1.
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Demostracion Este teorema se obtiene a partir del teorema 2, invir-
tiendo cada uno de los pasos de asignacion de nodos a PEs. En efecto, segin
el teorema 2, el subgrafo 2; formado por los nodos asignados al conjunto de
PEs del 7 al n puede generarse asignando, en primer lugar, los subarboles
cuyas raices son los primeros [(r —1)r*~2] nodos del nivel 7 y, a continuacién,
los subarboles cuyas raices son los nodos del nivel 7 + 1 todavia no asignados.
Los subarboles se comienzan a asignar por los nodos del nivel mas alto.

Segun el teorema 3, el subgrafo ¥, formado por los nodos asignados al
conjunto de PEs del 1 al 7 — 1 puede generarse asignando, en primer lugar,
todos los nodos de los niveles 1 a i — 1 del drbol y los dltimos =2 del nivel
1y, a continuacion, los subarboles que parten de los ultimos nodos del nivel
t + 1. Los subdrboles se comienzan a asignar por los nodos del nivel més
bajo. De aqui se deduce que ¥; es el subgrafo complementario de €2; y que,
por lo tanto, el teorema 3 puede obtenerse invirtiendo cada uno de los pasos
del teorema 2. En la figura 4.8 mostramos un ejemplo de este proceso. O

Aplicaremos el nuevo procedimiento descrito por el teorema al ejemplo
de la figura 4.7. En este caso, el teorema se aplicaria de la siguiente forma:

1. Asignamos al PE 1 el nodo 1.

2. Completamos el conjunto C(1) con los nodos 5, 17, 53, 52, 51, 16, 50,
49 y 48 (en este orden).

3. Asignamos al PE 2 el conjunto de nodos {3, 4, 15}.

2. Completamos el conjunto C(2) con los nodos 47, 46, 45, 14, 44, 43 y
42.

3. Asignamos al PE 3 el conjunto de nodos {9, 10, 11, 12, 13}.
2. Completamos el conjunto C'(3) con lo nodos 41, 40, 39, 38 y 37.

3. Asignamos al PE 4 el conjunto de nodos C'(4)={27, 28, 29, 30, 31, 32,
33, 34, 35, 36}.

4.3.2 Asignacion de la raiz del arbol a uno de los PEs
centrales del array

A continuacién pasamos a estudiar el caso del mapeado de arboles r-arios
sobre un array de V' PEs, asignando la raiz del arbol al PE central (si V es
impar) o a uno de los dos PEs centrales (si V' es par). Cada PE contendrd un
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PEs

PEs

PEs ©)

Figura 4.8: (a) Mapeado en profundidad de un &rbol binario de 5 niveles
sobre un array lineal de 5 PEs. (b) Obtencién del subgrafo Q3 formado por
los nodos asignados a los PEs del 3 al 5, segtin el teorema 2. (¢) Obtencién
del subgrafo W3 formado por los nodos asignados a los PEs 1 y 2, segun el
teorema 3.
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maximo de [N/V] nodos. En este caso consideraremos arboles de un nimero
de niveles n = 1 + |V/2]|. También pueden considerarse drboles mayores,
contrayéndolos previamente sobre arboles de m niveles y mapeando estos
ultimos. El procedimiento que vamos a utilizar es el siguiente:

1. Si r es par, dividir simplemente el arbol en dos subarboles y asignar
cada subdarbol a una mitad del array. Si el nimero de PEs del array
es impar, asignar la raiz al PE central. Si el nimero de PEs es par,
asignar la raiz a cualquiera de los PEs centrales.

2. Sir es impar, dividir los nodos del arbol en dos conjuntos de U|V/2] y
N —U|V/2] nodos, que asignaremos a cada una de las dos mitades del
array (el PE central formard parte de la segunda mitad). Para obtener
el segundo conjunto, partir de la raiz del arbol y aplicar el teorema 3
para seleccionar los N — U|V/2] nodos correspondientes. El primer
conjunto contendrd los nodos restantes. A continuacién, debemos sub-
dividir cada uno de los dos conjuntos en varios subconjuntos cada uno
de los cuales serd asignado a un PE. En el primero de dichos subcon-
juntos debemos incluir aquellos nodos que estan conectados por arcos
a nodos pertenecientes al otro conjunto. A partir de aqui, aplicar el
teorema 3 para completar la seleccion de los nodos.

En la figura 4.9 mostramos tres ejemplos de aplicacion de este procedi-
miento. Asi, en la figura 4.9.a mostramos el mapeado de un arbol binario
de 5 niveles sobre un array de 8 PEs. Dividimos el arbol en 2 subarboles
de 4 niveles y asignamos cada subarbol a una mitad del array. La raiz del
arbol se la asignamos al PE 4. Por otro lado, en la figura 4.9.b mostramos el
mapeado de un arbol 3-ario de 3 niveles sobre un array de 4 PEs. Dividimos
el arbol en dos conjuntos de 8 y 5 nodos. El segundo conjunto se obtiene
partiendo de la raiz del arbol y anadiendo sucesivamente los nodos 5, 17, 16
y 15 (en este orden). El segundo conjunto contiene los nodos restantes. Apli-
camos al primer conjunto el proceso de mapeado descrito en el teorema 3,
asignando al primer subconjunto los nodos conectados por arcos al segundo
conjunto (nodos 3 y 4) y completado con los nodos 14 y 13 (en este orden y
segin el teorema 3). El segundo subconjunto contendra los nodos 9, 10, 11 y
12. El mapeado del segundo conjunto se realiza de forma similar. El primer
subconjunto del mismo debe contener los nodos conectados por arcos con
nodos del primer conjunto (nodo 1), mientras que el segundo subconjunto
contendrd los nodos restantes (nodos 5, 17, 16 y 15). Por tltimo, en la figura
4.9.c mostramos el mapeado de un arbol 3-ario de 3 niveles sobre un array
de 5 PEs.
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Figura 4.9: Mapeado de arboles r-arios sobre arrays lineales asignando la
raiz del arbol a uno de los PEs centrales del array. (a) El array consta de
8 PEs. Puesto que r es par (r = 2), dividimos el arbol en dos subérboles y
asignamos cada subdrbol a una mitad del array (4 PEs). (b) El array consta
de 4 PEs. En este caso r es impar (r = 3), por lo que dividimos el arbol en
2 conjuntos de 8 y 5 nodos, que asignamos a cada mitad del array (2 PEs).
(c) El array consta de 5 PEs. Puesto que r es impar (r = 3), dividimos el
arbol en dos subconjuntos de 6 y 7 PEs, que asignaremos, respectivamente,
a los subarrays de 2 y 3 PEs.
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4.4 Mapeado de arboles r—arios en Mallas

En esta seccion describiremos un algoritmo heuristico para mapear arboles
r-arios completos sobre PEs con topologia malla. Este algoritmo se basa en
la metodologia desarrollada en la secciéon anterior, para mapear arboles r-
arios sobre arrays lineales. Al igual que en la seccién anterior, comenzaremos
considerando el caso en que la raiz del arbol se asigna al PE de una esquina
de la malla. Mas adelante consideraremos el caso en el que la raiz del arbol
se asigna a uno de los PEs centrales de la malla.

4.4.1 Asignacion de la raiz del arbol al PE de una es-
quina de la malla

En este caso consideraremos la distribucién de los nodos de un arbol r-ario
de n niveles (N = % nodos) sobre una malla de W x V' PEs, tal que
n >V +W —1. El PE de la esquina superior izquierda de la malla tendra de
coordenadas (1,1) y el de la esquina inferior derecha, (W, V). La distribucién
de los nodos del arbol entre los PEs la haremos imponiendo las siguientes

condiciones:

1. La distribucién de los nodos del arbol entre los PEs serda balanceada.
A cada PE le asignaremos un méaximo de U = [N/W x V| nodos.

2. Las comunicaciones seran solo entre PEs vecinos. Los nodos que en
el arbol estan unidos por arcos los asignaremos al mismo PE o a PEs
vecinos.

3. Las comunicaciones entre PEs seran siempre en el mismo sentido. El
nodo 1 del drbol serd asignado al PE de coordenadas (1,1). Los hijos
de cada nodo se asignardn al PE que contiene dicho nodo o al PE con
una de las coordenadas igual y la otra inmediatamente superior a las
del PE anterior.

El algoritmo que vamos a proponer particiona la malla en filas, divide los
nodos del arbol en conjuntos asignados a las filas y, por ultimo, distribuye
estos conjuntos de nodos entre los PEs de las filas. Para ello, utilizaremos
los resultados obtenidos en el caso del array lineal, en concreto, el mapeado
en profundidad (teorema 3). Este algoritmo comprende los siguientes pasos,

Algoritmo 11
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1. Distribuir los nodos del drbol en W conguntos C'(iy) (1 < iy < W), con

un mdzimo de [ N/W'| nodos por conjunto. Aplicar el teorema 3 para
hacer la distribucion. El conjunto C(iy) serd asignado a la fila de la
malla de coordenada vertical i5.

. Subdividir cada conjunto C(iy) en V' subconjuntos c(iz,i1) (1 < iy <

V'), con un mdzimo de [N/W x V| nodos por subconjunto. El procedi-
miento para realizar la subdivision serd el siguiente:

(a) Asignar al subconjunto c(iz, 1) aquellos nodos de C(iy) que estdin
conectados por arcos a los conjuntos C(is + 1) y C(is — 1).

(b) Sielnodo j se ha asignado al subconjunto c(is, 1) y el padre de este
nodo pertenece al conjunto C(is), anadir este nodo al subconjunto.
Repetir este paso si es necesario.

(¢) Completar el conjunto de acuerdo con el teorema 3: si j es el nodo
de indice mas alto del conjunto con hijos todavia no asignados,
anadir al conjunto el hijo de indice mas alto del nodo j. Repetir
este paso hasta completar el conjunto.

(d) Asignar al conjunto c(ia, i1) los nodos {j € C(i2) | |j/r] € c(iz,i1—
1), j & cliz,in — 1) }.
(e) Repetir los pasos (¢) y (d) hasta completar los nodos y los PEs.

3. Asignar el subconjunto de nodos c(is,i1) al PE de coordenadas (ig,11).

A continuacién, vamos a ver como se aplica este método sobre algunos
ejemplos.

e El caso mas sencillo es el mapeado de un arbol binario de 3 niveles

sobre una malla de tamano 2 x 2. El mapeado puede realizarse tal
como muestra la figura 4.10. En este caso, cada PE contiene 2 nodos,
excepto el (2,1), que contiene uno. Con las condiciones impuestas al

mapeado, no es posible conseguir que el PE que contenga el tinico nodo
sea el (1,1).

A continuacién, consideraremos el mapeado de un arbol binario de 7
niveles sobre una malla de tamano 4 x 4. A cada PE le correspon-
derd [127/16] = 8 nodos, excepto al (1,1) que le asignaremos 7. Co-
menzamos dividiendo el arbol en los cuatro conjuntos de nodos mos-
trados en la figura 4.11, cada uno de los cuales sera asignado a una de
las filas de la malla. A continuacién, aplicamos el paso 2 del algoritmo
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(b)

Figura 4.10: Mapeado de un arbol binario de 3 niveles sobre una malla de
tamafo 2 x 2. (a) Particionamiento del arbol. (b) Esquema del mapeado.

para dividir cada conjunto en subconjuntos asociados a los PEs de la
fila. A modo de ejemplo, en el conjunto asociado a la fila 2, C'(2), esta
subdivision seria realizada del siguiente modo:

(a) Asignamos a ¢(2, 1) los conjuntos de nodos {2, 48} y {6, 112, 113}.
(b) Anadimos en dos pasos los nodos 24 y 12.

(c) Completamos con el nodo 13.

(d) Asignamos a ¢(2,2) el conjunto de nodos {49, 25, 26, 27}.

(c) Completamos con los nodos 55, 111, 110 y 54.

(d) Asignamos a ¢(2,3) el conjunto de nodos {98, 99, 50, 51, 52, 53,

108, 109}.

(d) Asignamos a ¢(2,4) el conjunto de nodos {100, 101, 102, 103, 104,
105, 106, 107}.

e El algoritmo puede aplicarse también a una malla cuya longitud o an-
chura no sea una potencia de 2. Asi, en la figura 4.12 mostramos el
mapeado de un arbol binario de 7 niveles sobre una malla de tamano
3 x 5. Comenzamos dividiendo el arbol en 5 conjuntos de 27 nodos
(excepto el primero, que contiene 19). A continuacién dividimos cada
conjunto en 3 subconjuntos, que asignamos a cada uno de los PEs de
cada fila. A cada PE le correspondera un méaximo de [127/15] = 9
nodos.

e Como ejemplo de aplicacion del algoritmo a un arbol 3-ario, en la figura
4.13 mostramos el mapeado de un arbol 3—ario de 5 niveles sobre una
malla de tamatio 3 x3. A cada PE le hemos asignado 14 nodos, excepto
al de coordenadas (1,1) que le hemos asignado 9.
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Figura 4.11: Mapeado de un arbol binario de 7 niveles sobre una malla de
tamano 4 x 4. (a) Particionamiento del drbol. (b) Esquema del mapeado.
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Figura 4.12: Mapeado de un arbol binario de 7 niveles sobre una malla de
tamafio 3 x 5. (a) Particionamiento del arbol. (b) Esquema del mapeado.
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Figura 4.13: Mapeado de un arbol 3-ario de 5 niveles sobre una malla de
tamafio 3 x 3. (a) Particionamiento del drbol. (b) Esquema del mapeado.
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4.4.2 Asignacion de la raiz del arbol a uno de los PEs
centrales de la malla

A continuacién, pasamos a considerar el caso del mapeado de arboles r-arios
sobre una malla de W x V PEs, asignando la raiz del drbol a uno de los
PEs centrales. En este caso debe verificarse n > [V/2] 4+ |W/2] para que los
nodos del arbol alcancen todos los PEs de la malla.

El caso maés sencillo a considerar es aquel en el cual V' 'y W son pares y r
es potencia de 2. En este caso, podemos dividir la malla en cuatro cuadrantes
y el arbol en cuatro subarboles. A continuacién, mapeamos cada uno de los
cuatro subarboles sobre cada uno de los cuadrantes, asignando la raiz de cada
subarbol a una de las esquinas de cada cuadrante. Por ultimo, las raices de
los subédrboles se conectan para generar el arbol completo, cuidando que las
comunicaciones que se generan sean entre PEs vecinos.

En otros casos podremos utilizar un algoritmo similar al descrito en la
seccion anterior. El mapeado se realiza en dos fases: primero sobre las filas de
la malla y, a continuacién, sobre los PEs de cada fila. Para ello, dividimos los
nodos del arbol en W conjuntos (que asignaremos a cada una de las W filas
de la malla) y, a continuacién, dividimos cada conjunto en V' subconjuntos
(que asignaremos a cada uno de los PEs de la fila). El algoritmo puede
describirse de la siguiente forma:

Algoritmo 12

1. Dividir el drbol en 2 partes de U x V|W/2| y N—U x V|W/2] nodos.
Para obtener la sequnda parte, partir de la raiz del drbol y aplicar el
teorema 3 para seleccionar los nodos correspondientes: si j es el nodo de
indice mas alto ya asignado a esta parte, con hijos todavia no asignados,
anadir el hijo de indice mds alto del nodo j. La otra parte contendrd los
nodos restantes. A continuacion, subdividir la primera parte en |W/2|
conguntos y la sequnda en |(W + 1)/2]. Incluir en el primer conjunto
de cada parte, los nodos que estén unidos por arcos a nodos de la parte
contraria. Completar los conjuntos de acuerdo con el teorema 3. Cada

uno de estos W conjuntos de nodos serd asignado a una de las W filas
de PEs.

2. Siguiendo el mismo procedimiento que en el punto 1, dividir cada con-
Junto en 2 partes, la primera de U x |V/2| nodos y la sequnda, con los
nodos restantes. Dividir la primera parte en |V/2| subconjuntos y la
sequnda parte en | (V +1)/2]. Asignar cada uno de los subconjuntos a
uno de los V' PEs de la fila.
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Figura 4.14: Mapeado de un arbol 3-ario de 5 niveles sobre una malla de
tamano 4 x 4 asignando la raiz del arbol a uno de los PEs centrales de la
malla. (a) Particionamiento del érbol. (b) Esquema del mapeado.

En la figura 4.14 mostramos un ejemplo de aplicacion de este algoritmo
al mapeado de un arbol 3—ario de 5 niveles sobre una malla de tamano 4 x 4.
Cada PE contiene un maximo de [121/16] = 8 nodos.

4.5 Mapeado y planificaciéon de arboles r—arios

En este apartado vamos a considerar arboles orientados. Cada nodo del
arbol va a representar una tarea computacional. En general, suponemos que
los arcos de los arboles se dirigen a la raiz, marcando la dependencia y las
comunicaciones requeridas entre tareas. Cada tarea sélo toma como entradas
las salidas de las tareas de sus hijos, y no puede comenzar su ejecucion hasta
que todos sus hijos completen sus tareas, ver figura 4.15. El problema inverso,
el cual comienza desde la tarea representada por la raiz, y avanza hacia los
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Nivel 1

Nivel 2

@ @ Nivel 3

Figura 4.15: Arbol tarea binario. El arco e; incide a V; y Vi, el primer nodo,
V5 se llama nodo de salida del arbol e; y el nodo V; se llama nodo de llegada
del arco. Consideramos que cada nodo representa una tarea y los arcos las
dependencias entre las tareas. V5 no puede comenzar hasta que V; y V5 hayan
terminado.

PE 1

PE 4
PE2 PE3

Figura 4.16: Arbol binario con cuatro niveles particionado sobre 4 PEs. Las
comunicaciones generadas por los arcos no son realizadas entre PEs vecinos.

nodos hojas, puede ser facilmente obtenido del anterior invirtiendo cada una
de las operaciones. Estudiaremos la particién, proyeccion y planificacion de
un arbol tarea r—ario completo.

En el mapeado de arboles sobre mallas y arrays, el objetivo es maximizar
el tiempo en que cada PE estd ocupado resolviendo la carga computacional
del algoritmo en cada uno de los n pasos. En una aproximacién inicial,
ver figura 4.16, los nodos de cada nivel se dividen entre V' PEs, asumiendo
V =Y. En los primeros n — v pasos, no se necesita realizar comunicacién
entre los PEs. En los ultimos v pasos, los PEs deben de comunicar sus
resultados a otros PEs. Observar que el numero de PEs activos decrece por
un factor r en cada paso. El proceso continua de esta manera, hasta que en
el dltimo paso, so6lo existe un unico PE activo, y los demds estan inactivos.
Este patrén de comunicacién no tiene buena eficiencia. En los Ultimos pasos
del algoritmo las comunicaciones son entre PEs no vecinos.
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En nuestro procedimiento de mapeado de arboles r—arios que vamos a
proponer s6lo permitiremos comunicaciones entre PEs vecinos. Dos nodos
conectados por un arco en el arbol seran asignados al mismo PE o a PEs
vecinos. Esto implica que poniendo la raiz en uno de los PEs del array o de
la malla, la distancia de los nodos del drbol que puede alcanzar es limitada
por el nimero de niveles del arbol.

4.5.1 Mapeado y planificacion de arboles r-arios sobre
arrays

En esta seccidn, presentaremos algoritmos para particionar, proyectar y pla-
nificar un arbol computacional r—ario sobre un array [8]. En la primera parte
de esta seccion asignaremos la raiz del arbol al PE de una esquina del array
mientras en la segunda parte la asignaremos al PE central.

Asignacion de la raiz del arbol al PE de la esquina del array

Suponemos la distribucion de un arbol r—ario de n niveles sobre un array con
V' PEs, siendo V < n.

El mapeado de los nodos del arbol sobre los PEs se realizara impuestas
las condiciones siguientes:

1. La tarea de un nodo no puede ser ejecutada hasta que sus hijos no
hayan finalizado y sus resultados estén en posesion del PE. La relacion
de dependencia entre nodos debe ser respetada.

2. Soélo se realizaran comunicaciones entre PEs vecinos. Las tareas corres-
pondientes a los hijos de un nodo se ejecutaran en el PE donde esta ese
nodo o en el PE con siguiente indice mas alto.

3. Asumimos un mapeado estatico. Cada nodo del arbol serd asignado a
un PE.

Ademas, intentaremos balancear la carga de cada PE tanto como sea
posible.

Los PEs del array son numerados de 1 a V', siendo PE 1 el que contiene la
raiz del arbol. Llamaremos ¢; el numero de nodos del arbol que computa el
PE ¢. Suponemos que las tareas asignadas a cada uno de los nodos se realiza
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en un ciclo de reloj. De esta condicién de mapeado, obtenemos que el PE ¢
contiene nodos del nivel 7 0 mas altos.

El t; maximo lo tendra el nodo raiz, ya que serd el ultimo en ejecutarse.
El PE V contiene ¢ty nodos del nivel mas alto del arbol y los computara en
ty ciclos del reloj. EI PE V' —1 incluira al menos un nodo del nivel V' —1 que
debera de computarse en el ciclo ¢, 41, por lo que haremos que ¢y, ;| = ty+1.
De igual forma el PE V' — 2 incluira al menos un nodo que debe computarse
en el ciclo ty + 2, por lo que ty_s =ty + 2 y asi sucesivamente. Por otro
lado, como el nimero total de nodos del arbol es N debera verificarse,

V-1
d (t—i)=N (4.1)
i=0

El nimero de nodos minimo que debe de contener el PE de la raiz, se obtiene

por la siguiente expresion,

= 4 (4.2)

esto nos va a garantizar que podamos incluir los nodos suficientes en cada
uno de los conjuntos asignados a los PEs. En la figura 4.17.a se muestra
un ejemplo. En esta figura, cada una de las particiones del arbol se va a
computar en un PE. Los nimeros asignados a los nodos indican el ciclo de
procesamiento de cada nodo. El primer ntimero es el ciclo de procesamiento,
suponiendo que las tareas empiezan a ejecutarse desde las hojas, mientras
que el nimero entre paréntesis supone que las tareas empiezan a ejecutarse
desde la raiz. Las distintas particiones del arbol se computan en 5, 6, 7, 8 y
9 ciclos.

B FN— V(V - 1)}

Al asignar los nodos a los PEs tenemos que tener en cuenta la siguiente
restriccion debida a la planificacion: dentro de cada particion debemos incluir
nodos de niveles consecutivos del arbol. Si esto no se hace asi, se producira un
error en la particion. En la figura 4.17.b mostramos un ejemplo, en donde
uno de los PEs contiene nodos de los niveles 2,4 y 5 (faltando nodos del nivel
3).

El procedimiento de particionamiento y planificacion que proponemos es
el siguiente:

Algoritmo 13

1. Asignar al conjunto de nodos del PE 1 la raiz y los nodos del nivel
mds alto posible tal que su padre ya esté asignado, hasta completar t,



148

Capitulo 4. Arboles completos

nodos. Entre los nodos del mismo nivel empezamos por los de mds a la
derecha.

2. Asignar ol PE 1 los nodos no asignados que estén conectados con nodos
pertenecientes al PE i — 1.

3. Completar el PE i con los nodos del nivel mdas alto posible tal que su
padre este asignado, hasta completar los t; nodos.

4. Repetir los pasos 2 y 3 hasta completar los PFEs.

5. Asignar los ciclos de procesamiento dentro de cada PE empezando por
los niveles mas altos y por los nodos de mds a la derecha.

En la figura 4.18 podemos ver un ejemplo de este algoritmo para un
arbol 3-ario completo de 4 niveles sobre un array de 4 PEs. Los nimeros
representan el ciclo de reloj en que se ejecuta cada nodo.

Asignacion de la raiz del arbol a uno de los PEs centrales del array

A continuacién pasamos a estudiar el caso del mapeado y planificacion de
arboles r-arios sobre un array de V' PEs, asignando la raiz del arbol al PE
central (si V' es impar) o a uno de los dos PEs centrales (si V' es par). En
este caso consideraremos arboles de un nimero de niveles n > 1+ |V/2]|. El
procedimiento que vamos a utilizar es el siguiente:

Algoritmo 14

1. Dwvidir el drbol en dos conjuntos usando el algoritmo 13. Estos con-
juntos seran asignados respectivamente a cada una de las mitades del
array. Si el numero de PEs es par, hacer el numero de nodos de estos
conjuntos N; = L%J y N, = L%J + 1 nodos con N, + Ny = N. Si el
numero de PEs es impar,

V-1

No=) ty+i (4.3)
=0

N, =N — N, (4.4)

stendo,

. PN (- 1)1 45
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NODOS ASIGNADOS ERRONEAMENTE

(b)

Figura 4.17: Particionamiento y planificacién de un arbol binario de 5 ni-
veles sobre un array de 5 PEs. (a) El primer niimero supone que las tareas
empiezan a ejecutarse desde las hojas y el niimero entre paréntesis que las
tareas empiezan a ejecutarse desde la raiz. (b) Error en el particionamiento:
uno de los PEs contiene nodos de los niveles 2, 4, y 5 faltando nodos del nivel
3.
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Figura 4.18: Mapeado y planificacién de un arbol completo 3—ario de 4 niveles
(40 nodos) sobre un array lineal de 4 PEs (Algoritmo 13). Los ndmeros
indican el ciclo de procesamiento de cada nodo.

2. A continuacion, debemos subdividir cada uno de los dos conjuntos en
varios subconjuntos, cada uno de los cuales serd asignado a un PE. En
el primero de dichos subconjuntos debemos incluir aquellos nodos que
estan conectados por arcos a nodos pertenecientes al otro conjunto. A
partir de aqui, aplicar el algoritmo 13 para completar la seleccion de
los nodos.

En la figura 4.19.a mostramos el mapeado un de arbol binario de 5 niveles
sobre un array de 8 PEs. Dividimos el arbol en 2 subarboles de 4 niveles y
asignamos cada subarbol a una mitad del array. La raiz del arbol se la
asignamos al PE 4. En la figura 4.19.b mostramos el mapeado de un &rbol
3-ario de 3 niveles sobre un array de 5 PEs. En este ejemplo, Ny =5y N, =8

4.5.2 Mapeado y planificacion de arboles r—arios en
mallas

En esta seccién describiremos un algoritmo para mapear y planificar arboles
r—arios completos sobre computadores de topologia malla [8]. Este algoritmo
se basa en la metodologia desarrollada en la seccién anterior para mapear y
planificar dichos arboles sobre arrays lineales.

En este caso, consideraremos la distribucion de los nodos de un arbol

r-ario de n niveles (N = T::ll nodos), sobre una malla de W x V' PEs tal
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Figura 4.19: Mapeado y planificacién de arboles r—arios completos, asignando
la raiz a uno de los PEs centrales (Algoritmo 14). Los nimeros indican el
ciclo de procesamiento de cada nodo. (a) Arbol binario de 5 niveles sobre un
array de 8 PEs. (b) Arbol 3-ario de 3 niveles sobre un array de 5 PEs.
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que n > W/2+4+V/2 = 1. El PE de la esquina superior izquierda de la
malla serd el PE 1 y el de la esquina inferior izquierda, el W x V. El PE P,
excepto los PEs de los bordes, puede cambiar informacién con sus vecinos
mas inmediatos: P; 1, Pii1, Piav 'y Piv.

Vamos a considerar la malla dividida en 4 cuadrantes y estos a su vez
divididos en filas. El algoritmo que vamos a proponer particiona, en primer
lugar, el a&rbol en 4 conjuntos que divide entre los cuadrantes, particiona estos
conjuntos en subconjuntos que divide entre las filas y, por ultimo, distribuye
estos subconjuntos de nodos entre los PEs de las filas. Los procedimientos
por los cuales se hacen todas estas subdivisiones de nodos son similares a los
descritos en los algoritmos 13 y 14. El algoritmo resultante puede escribirse
de la siguiente forma,

Algoritmo 15

1. Particionar el drbol en 4 conjuntos utilizando el algoritmo 13. Estos
conjuntos serdn asignados a cada uno de los / cuadrantes.

2. Subdividir cada conjunto en W /2 subconjuntos utilizando el algoritmo
13. En el primer subconjunto de cada conjunto deberdn incluirse los no-
dos que estdn comunicados por arcos, a nodos del otro conjunto. Cada
uno de los subconjuntos serd asignado a una de las filas del cuadrante.

3. Subdividir cada uno de los subconjuntos en V /2 grupos utilizando el al-
goritmo 13. En el primer grupo de cada subconjunto deberdan incluirse
los nodos que estdn comunicados por arcos, a nodos del otro subcon-
gunto. Cada uno de los grupos serdn asignados a uno de los PFEs del
cuadrante.

El conjunto de particiones en que se ha divido el arbol {7}, Ts, - - -, Ty xw }
se enumera de izquierda a derecha. Asignamos al PE i, con representacion
indice~digito [iwxv, ..., 1], la particién T; con representacién indice—digito
[Jwxv, -, J1] tal que

Jwxv =ty

JWxvV—1 = lwxv

e = iy @ ir, k=1, V-1 (4.6)
jk :iWXVEBik+1, k:‘/,,W xV —2.

A continuacién, vamos a ver como se aplica este método sobre algunos
ejemplos.
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Figura 4.20: Particionamiento y mapeado de un arbol binario completo de 3
niveles sobre una malla de 2 x 2.

e El caso mas sencillo es el mapeado de un arbol binario de 3 niveles
sobre una malla de tamano 2 x 2. El mapeado puede realizarse tal
como muestra la figura 4.20.

e A continuacion, consideraremos el mapeado de un arbol binario de 9
niveles sobre una malla de tamafnio 8 x 8. Comenzamos dividiendo el
arbol en cuatro conjuntos, cada uno de los cuales sera asignado a uno
de los cuadrantes de la malla. A continuacién, aplicaremos los pasos
2 y 3 del algoritmo para dividir cada conjunto en subconjuntos y cada
subconjunto en grupos asociados a los PEs. Este ejemplo se muestra
en la figura 4.21.

e Como ejemplo de aplicacion del algoritmo a un arbol 3-ario, en la figura
4.22 mostramos el mapeado de un arbol 3—ario de 4 niveles sobre una
malla de tamano 2 x 4.

4.6 Evaluacién del esquema propuesto orien-
tado a la implementacion VLSI

4.6.1 Criterios de evaluacién
Para la evaluacion de la efectividad de un esquema de proyeccién en el ma-

peado de arboles orientado a la implementacion VLSI, seguiremos los tres
siguientes criterios [118]:

e Area eficiente del chip. Este parametro se define como el porcentaje
del area activa del chip utilizada para la computacién, en relaciéon al
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FILA 1—| 1] 2| 3| 4| 3635|34| 33
FILA 2| 5| 6| 7| 8| 4039]38|37
FILA 3— | 9|10| 11 17 44 4342/41
FILA 4_. [13[14 158 1¢ 4847[46] 45
29 30 3132 64 63 6261
25 26 27 2860 59 5857,
21| 22 23 2456 55 5453
17 18 19 2 5251|5049

Figura 4.21: Particionamiento y mapeado de un arbol binario completo de 9
niveles sobre una malla 8 x 8.

Ny /\ N

54 32104 32432 1.4 325 432 1.4 3 2.4 3 2\ 4

1 2 3 4 5 6 7 8
MAPEADO
172 | 655
| |
Vv
34— 8< 7

Figura 4.22: Particionamiento y mapeado de un arbol 3-ario de 4 niveles
sobre una malla 2 x 4.
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area total del chip. Cuando el PE es relativamente grande, casi todo
el area del chip estda dedicada a la implementacion de PEs. El area
eficiente es entonces el porcentaje de PEs utilizados como nodos del
arbol en relacion al total de PEs del chip. Ya que el coste de un
circuito VLSI estd muy influido por el area del chip, este factor evalia
fielmente el coste del esquema de proyeccion.

e Retardo de propagacién (Propagation delay). Definido como el
tiempo maximo de propagacion de datos entre la raiz y los nodos hojas.
Este factor determina el tiempo de latencia de los datos.

e Mixima longitud de arco (Mazimum edge length). Definido como
la maxima longitud de arco entre un par de nodos conectados directa-
mente en el arbol. Es importante por dos razones. Si el array de PEs
opera sincronamente con un reloj comun, entonces la maxima frecuen-
cia del reloj esta limitada por el retardo de propagacion de este arco.
Este factor limita la velocidad del diseno. En segundo lugar, la densi-
dad de comunicacién entre nodos de dos niveles adyacentes del arbol
se suele doblar a medida que ascendemos en el arbol, desde las hojas al
nodo raiz. Por tanto, el ancho de banda de los arcos de los niveles mas
proximos a la raiz suele ser mas elevado para una operacion eficiente
del sistema, para lo cual es importante que la longitud de estos arcos
sea corta.

4.6.2 Area eficiente

Como hemos mencionado en el apartado anterior, el area eficiente de un
esquema de proyeccion, tradicionalmente, se suele estimar por la relacion
del numero de PEs utilizados, al nimero total de PEs, en el chip cuando
la topologia del arbol es proyectada. Como se puede ver en las figuras 4.6-
4.22 ningun nodo se deja sin utilizar en nuestro diseno. El &rea eficiente
en nuestro esquema, es entonces del 100%. Por tanto, nuestro esquema de
proyecciéon es optimo en cuanto a la utilizacién de los PEs. Notar que el drea
de interconexién entre modulos no se refleja en el calculo del drea eficiente,
ya que hemos considerado que es pequena en comparacion con el area de los
PEs.
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4.6.3 Retardo de propagacién

El retardo de propagacion en un arbol se puede estimar por la distancia
maxima entre la raiz y los nodos hojas, como en el modelo presentado en
[118]. Se puede expresar en términos de la dimensién de un PE, es decir, que
se considera un PE cuadrado cuyo lado tiene una distancia unidad. Todas
las medidas se hacen usando esta escala. Suponemos que todos los caminos
son horizontales o verticales, pero no diagonales, es decir, interconexiones de
tipo Manhattan. La distancia entre dos PEs conectados se define como

dpp, pE, = |iy — iz2| + |j1 — J2 (4.7)

donde (i, j1) son las coordenadas fila, columna del primer PE y (is, j») son
las respectivas coordenadas del segundo PE. La maxima distancia raiz—hoja
se obtiene a partir del maximo de las distancias de todos los caminos desde
el nodo raiz a los nodos hojas.

El limite inferior para el retardo de propagaciéon que puede obtenerse
para el mapeado de un arbol r—ario, sobre un array y una malla de PEs con
interconexiones de tipo Manhattan lo da los siguientes lemas.

Lema 16 El limite inferior del retardo de propagacion de la proyeccion de
un drbol de n niveles sobre un array de V' PEs, siendo n = 1+ |V/2], es

[V/2].

Demostraciéon El valor minimo del retardo de propagacion puede obtenerse
solo cuando se cumplen dos condiciones. En primer lugar, el nodo raiz debe
considerarse en uno de los PEs del centro, si el numero de PEs del array es
par, o en el PE central, si el numero de PEs del array es impar. Y en segundo
lugar, si en los PEs de la esquina hay subéarboles completos, es decir, o bien
nodos hojas o bien nodos internos pero con todos sus descendientes (ver figura
4.23.a). Si la primera de estas condiciones no se cumple, la distancia del PE
que contiene la raiz a uno de los PEs del extremo serfa mayor que |V/2],
mientras que si la segunda no se cumple pasara dos veces por el mismo PE
y de nuevo la distancia seria mayor que |V/2]|. O

En cuanto a la proyecciéon de un arbol en una malla, el siguiente lema nos
dara el retardo de propagacion 6ptimo.

Lema 17 El limite inferior del retardo de propagacion, de la proyeccion de
un drbol de n niveles sobre un malla de W x V' PEs, siendon >V +W — 1
es % + %



4.6. Evaluacion del esquema propuesto orientado a la implementacion VLSI

157

[J | hoja
hoja

Vi/2

O | raiz \%

] raiz
| (W/2+1, U/2+1)

[J | hoja

(a) (b)

Figura 4.23: Proyecciéon de un arbol de n niveles con éptima propagacion.
(a) En un array. (b) En una malla.

Demostracion De nuevo, el valor minimo del retardo de propagacion
solo puede obtenerse cuando el nodo raiz se localiza en uno de los PEs del
centro, y cuando el PE de la esquina mas alejada contiene subarboles com-
pletos, ver figura 4.23.b. Las razones son las mismas que en el lema anterior.
La distancia entre el PE central (W/2+1,U/2+1) y el PE mas alejado (1,1)
es ¥+ %0

El retardo de propagacién de nuestros disenos sobre arrays y mallas es el
mismo que el limite inferior. Notar que hemos derivado este valor en funcién
de argumentos puramente geométricos. No esta claro que este limite inferior
pueda obtenerse en la practica.

4.6.4 Maxima longitud de arco

En nuestro caso, la maxima longitud de arco se obtiene de la condicién inicial
en la cual se imponian comunicaciones solo entre PEs vecinos. Por consi-
guiente, en nuestro caso toma el valor 6ptimo.

4.6.5 Comparacion con otros esquemas

La efectividad de un esquema layout puede evaluarse efectivamente por los

tres criterios (drea eficiente, retardo de propagacién y méaxima longitud de
arco) como vimos en la seccién anterior. En esta seccién, comparamos nuestro
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método con otras dos aproximaciones, el esquema cldsico de arbol en H [57]
y el modelo de Youn y Singh [118].

Esquema arbol en H

El esquema arbol en H proyecta los arboles con un patréon H. Una proyeccién
de un arbol de n = 5 sobre una malla de 7 x 7 usando este esquema se puede
ver en la figura 4.1. Observar que un nimero significativo de PEs se usan
s0lo como elementos de conexién para llevar las senales a los nodos. Si
suponemos Ay (n) el nimero de PEs necesarios para proyectar un arbol de n
niveles, PDy(n) el retardo de propagacién y M ELy(n) la méxima longitud
de arco. Entonces de [118] obtenemos:

(2 +2)/2 1) x (2*+2/2 — 1) sin es impar
Ap(n) =
(2(n+2)/2 _ 1) % (2n/2 — 1) si n es par

2(n+1)/2 _ 9 i n es impar
3 x 20=2)/2 i p es par

1 sin<d4
MELy(n) =
2ln/2l=1 gip >4

El érea eficiente para el esquema arbol en H es (2" —1)/Ag(n). La figura
4.24 muestra que el area eficiente converge a 50% cuando los niveles del arbol
de proyeccién aumentan. Las figuras 4.25 y 4.26 muestran los cambios en el
PD y en el MEL para arboles de niveles 4-10.

Esquema de Youn—Singh

Youn y Singh [118] han propuesto una proyeccién jerarquica del arbol. El
esquema usa una estrategia jerarquica, de forma que los arboles mayores de
4 niveles (n > 4) se proyectan por la conexién de un apropiado nimero y
tipo de médulos basicos. Cada mdédulo basico es una malla cuadrada de 4 x 4
PEs que contiene arboles de n = 4. En la figura 4.27 mostramos cuatro tipos
de estos médulos basicos. Si definimos Ay (n), PDy(n) y MELy(n) como
hicimos con el esquema arbol en H, obtenemos,
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Figura 4.25: Comparacion del retardo de propagacion.
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Figura 4.27: Cuatro tipos de mdédulos basicos del esquema jerarquicos de
Youn y Singh.

Ay (n) = et n>d
2n — 4 sin<6
PDy(n) = 272 41 — 6 sin>6 y par

(4.9)
3.2°159%2 4 — 6 sin > 6eimpar

2 sin <6
MELy(n) =
2Un=0/2142 L 1 sin > 6.

Como podemos ver, nuestro esquema mejora estos resultados al suponer
que cada PE puede computar varios nodos del arbol.



Capitulo 5

Algoritmos jerarquicos para el
problema de los N cuerpos

5.1 Introduccion

El punto de comienzo de la ciencia computacional para acercarse a un fenoéme-
no fisico es un modelo matemético con ecuaciones representadas en algebra
discreta. Las ecuaciones del algebra discreta proporcionan el programa de
stmulacion que permite el estudio del fenémeno fisico, via un ezperimento
computacional.

Aunque la cantidad de datos que pueden ser manejados por los com-
putadores hoy en dia es muy grande tiene, no obstante, que ser finita. El
mayor esfuerzo del cientifico computacional es conseguir un buen modelo
de simulacion del sistema fisico, dentro de las restricciones del computador.
Los métodos de discretizacion usados para obtener modelos de simulacién
incluyen: métodos de diferencias finitas, métodos de elementos finitos, y los
métodos de los N cuerpos.

El término genérico modelo de los N cuerpos se refiere a aquellos modelos
de simulacion, en los cuales la representacion discreta del fenémeno fisico
implica interaccion entre cuerpos. En muchas aplicaciones los cuerpos pueden
identificarse con objetos fisicos. Cada cuerpo tiene un conjunto de atributos,
tales como masa, carga, posicion, momento, etc... El estado del sistema fisico
se define por los atributos de un conjunto finito de cuerpos. Un hecho que
hace especialmente atractivo computacionalmente el modelo de los N cuerpos
es que el numero de atributos de los cuerpos es constante y no necesita
actualizarse mientras dura la simulacién computacional.

161
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Los fenémenos fisicos que pueden simularse adecuadamente mediante el
modelo de los N cuerpos son los descritos por la teoria clasica. Un siste-
ma, clasico se describe en términos de las posiciones, velocidades, y leyes de
fuerza entre los cuerpos que componen el sistema. Desafortunadamente, el
gran numero de cuerpos de algunos sistemas hace que tales descripciones
detalladas sean inutiles, para entender el sistema y para modelarlo computa-
cionalmente. Por ejemplo, si estamos investigando el flujo de agua a través de
una boquilla, la informacion detallada de la posicién y velocidad de cada ato-
mo carece totalmente de interés. Efectivamente, si intentamos realizar tales
calculos en el més potente de los computadores existentes, sélo obtendriamos
las vibraciones y rotaciones de las moléculas en un elemento microscopico del
agua.

El secreto del éxito en los experimentos computacionales es idear un mo-
delo suficientemente detallado, para reproducir fielmente los efectos fisicos
de importancia y no tan detallado, para hacer los calculos impracticables.
La mejor eleccion del modelo depende de la escala temporal y espacial fisica
pertinente. En el caso del agua fluyendo por una boquilla, un modelo que
da las velocidades de grupos podria ser bastante adecuado, por ejemplo, un
modelo de vortices. En el otro extremo, en los experimentos de dindmica
molecular realizados para el estudio de los liquidos, las escalas espaciales y
temporales cortas son importantes en los movimientos de las moléculas.

Todos los modelos matematicos en los cuales se aplica el método de simu-
lacién de los N cuerpos pueden formularse, mediante un conjunto de cuerpos
interactuando a través de un campo. Estos cuerpos pueden representar es-
trellas, galaxias, a&tomos, moléculas o vortices de fluidos, bajo la influencia de
las fuerzas ejercidas por el resto del sistema. Los cuerpos tienen un nimero
de atributos que se conservan (masa, carga, ...) y un nimero de atributos
variables (posicién, velocidad, ...). Los atributos variables evolucionan acor-
de a las ecuaciones del campo. En los casos practicos, estas simulaciones
precisan de grandes valores de N [41].

El método de simulacién de N cuerpos que computa cada fuerza entre
cada par de cuerpos se conoce como método directo. La complejidad de
este método es proporcional a N2, donde N es el nimero de cuerpos. Sin
embargo, existen otros métodos con una complejidad menor. Hockney y
Eastwood han revisado en [56] los métodos de simulacién de N cuerpos, y su
aplicacion a la fisica del plasma, electronica de semiconductores, astrofisica,
dindmica molecular, termodinamica y a la fisica de superficies. En esta
monografia se han clasificado los métodos para resolver los problemas de
N cuerpos en tres clases: Particula-Particula (PP), Particula-Malla (PM) y
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Particula-Particula—Particula-Malla (P3M).

Los métodos PM [56] se han usado extensivamente, y especialmente, en
la fisica de plasma. Desafortunadamente, la malla proporciona una resolu-
cién limitada, y en una fuente altamente no uniforme, causa una degradacion
significativa del rendimiento. Para mejorar la precisiéon del calculo en PM,
las interacciones de corto rango pueden computarse directamente [54], mien-
tras las interacciones de largo alcance se obtienen de la malla, dando lugar
al llamado P3M. Cuando la precisién requerida es relativamente baja, y las
cuerpos se distribuyen mas o menos uniformemente en una regiéon rectan-
gular, los métodos P?M tienen un rendimiento satifactorio. Sin embargo,
cuando la precisién exigida es alta, el tiempo de CPU necesario en tales
algoritmos es excesivo. Desde que se publicé la monografia de Hockney y
Eastwood, aparecieron nuevos métodos de simulacién de cuerpos alternati-
vos a PP, PM y P3M. Estos métodos son llamados “métodos jerarquicos” o
“métodos arbol” por la estructura de datos que usan. Entre los algoritmos
jerarquicos podemos citar el método de Appel [12], y el de Barnes y Hut
(BH) [16] con una complejidad proporcional a Nlog N, y el Fast Multipole
Method (FMM) [49], con una complejidad tan reducida como proporcional a
N.

Uno de los algoritmos més utilizados es el BH (complejidad, N log V).
Puesto que este algoritmo es irregular, en su implementaciéon paralela debe
ponerse especial atencién a la particion del espacio fisico y a la distribu-
cion de los cuerpos entre los PEs. Una de las primeras implementaciones
de este algoritmo sobre un multicomputador, de tipo pase de mensaje, fue
desarrollada por Warren y Salmon [114] para la simulacién de una galaxia.
Utilizaron la técnica de la biseccion ortogonal recursiva (ORB) para la parti-
cion del espacio fisico. Una implementacion posterior de los mismos autores
[115] fue realizada mediante el mapeado del espacio fisico sobre una linea,
llamada curva que llena el espacio (space-filling curve), utilizando el orden de
Morton (figura 5.1.a), y particionando la linea en segmentos de N, = N/P
cuerpos (P es el numero de PEs). En la figura 5.1 se muestra algunos de los
orndenamientos utilizados. El mapeado se almacena en la memoria de los
PEs mediante una tabla. Una fuente de ineficiencia, que ya senalan Warren
y Salmon en la descomposicion del orden de Morton, es que los PEs pueden
abarcar espacio discontinuo. La solucién que proponen es el ordenamiento
Peano-Hilbert para la descomposicién del dominio, que no tiene discontinui-
dades espaciales (figura 5.1.b). En la tesis de J. P. Singh [98, 100] se propone
una nueva técnica de particionamiento llamada zonas de costo (costzones), la
cual utiliza el ordenamiento Peano-Hilbert. Usando esta técnica implementa
los algoritmos BH y FMM. Una implementacién del método jerarquico para
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el problema de los N cuerpos, con un modelo de programacion de paralelismo
de datos, lo podemos encontrar en [59, 58]. En [69] se describe la implemen-
tacion de un entorno de trabajo, para simulaciones en diferentes dominios de
los N cuerpos.

En este capitulo presentamos la paralelizacion del algoritmo BH sobre un
multicomputador con topologia malla y memoria distribuida. Para este fin
utilizamos una combinacion de dos técnicas: llenado del espacio mediante
una curva y la proyeccion vector para definir la distribucién de los datos en
el computador [4].

5.2 Meétodos jerarquicos

Los algoritmos jerarquicos de los N cuerpos, se basan en que un punto en
el espacio fisico requiere menos informacion de aquellas partes del espacio
que estén mas alejadas. En 1687, Isaac Newton ya formuld la simplificacion
que utilizan los algoritmos jerarquicos de los N cuerpos: si la magnitud de
la interaccion entre cuerpos disminuye rapidamente con la distancia, enton-
ces el efecto de un grupo de cuerpos suficientemente alejados del punto que
esta siendo evaluado, puede aproximarse por un dnico cuerpo equivalente (fi-
gura 5.2). En el ejemplo de una galaxia, la fuerza gravitacional de atraccién
entre cuerpos disminuye con el cuadrado de la distancia. La idea bésica se
muestra con el siguiente ejemplo. Si se quiere calcular la fuerza de la Tierra
sobre una manzana, no es necesario calcular el efecto de cada atomo de la
Tierra sobre los a&tomos de la manzana. Un buena aproximacion, es conside-
rar la Tierra y la manzana cada uno como un punto de masa localizado en su
centro de masa, y analizar el sistema a través de estos dos puntos solamente.

La ley fundamental, que gobierna la dindmica de los sistemas astrofisicos,
la constituyen las leyes newtonianas:

27, N f e~ Gmgdy - L
d; — E ﬂ: E — ; ”7 d”E.’L‘Z—Z‘], (51)
J#F J#

donde z; y m; son, repectivamente, la posicion y la masa del cuerpo i y fij
es la fuerza que el cuerpo ¢ ejerce sobre el cuerpo j. Las condiciones iniciales
son las posiciones y las velocidades iniciales de los N cuerpos. Las incognitas
son las nuevas posiciones de los N cuerpos.

Los métodos jerarquicos aproximados utilizan una estructura de tipo
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Figura 5.1: Mapeado del espacio fisico por el método de la curva que llena
el espacio. (a) Ordenamiento Morton. (b) Ordenamiento Peano-Hilbert.
(¢) Ordenamiento por filas. (d) Ordenamiento serpiente. (e) Ordenamiento

Cantor—diagonal. (f) Ordenamiento espiral.
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Figura 5.2: Aproximacion de un grupo de cuerpos por un inico cuerpo equi-
valente.

arbol (treecodes). La aproximacién fundamental empleada por este méto-
do puede representarse como:

N -

Z ijdij ~ GMJ;”CM
|3 |23 ol

. (5.2)
J#

donde d_;CM = T; — Zom es la posicion del cuerpo ¢ relativa al centro de ma-
sa de los cuerpos que aparecen en el término izquierdo del sumatorio, y los
puntos suspensivos indican los términos cuadripolar, octapolar, y términos
superiores de la expansién. Generalmente, se usa la aproximacion cuadripo-
lar, la cual requiere un segundo término en el lado derecho de la ecuacién
(5.2).

Todos los métodos jerarquicos, primero construyen una estructura arbol,
representacion jerarquica del espacio fisico, y entonces computan las interac-
ciones atravesando este arbol. El primero de estos métodos fue propuesto por
Appel [12]. Sin embargo, este método no es suficientemente estructurado, lo
cual hace dificil su programacién y andlisis de precisién. Los métodos BH y
FMM estan mucho mejor estructurados y son mas prometedores. Vamos a
describir estos tres métodos brevemente.
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5.2.1 El método de Appel

En 1985 Appel [12] introdujo la estructura de datos jerarquica en la simu-
lacion astrofisica de N cuerpos. En terminologia de Appel, los cuerpos se
incluyen en celdas englobadas a su vez en otras celdas, como se muestra en
la figura 5.3.a. Obsérvese que las celdas representan regiones irregulares del
espacio. La estructura de datos resultante es un arbol binario. La figura
5.3.b muestra el drbol binario equivalente a la jerarquia de celdas de la figura
5.3.a. Appel construye su arbol por los siguientes pasos:

1. Construir el drbol r—ario donde r es la dimensién del espacio [91], con
la propiedad de que los dos hijos de un nodo dado, contengan cuerpos
que en el espacio estén situados a ambos lados de un eje. En otras
palabras, el hijo de la izquierda contiene todos los cuerpos a un lado
del eje, y el hijo de la derecha contiene todos los cuerpos al otro lado.
Las coordenadas, por ejemplo, x, y 6 z se alternan en los sucesivos
niveles del arbol.

2. Reorganizar el arbol, de forma que subceldas cercanas sean hijas de
la misma celda (ver figura 5.4), conservando las posiciones, las velo-
cidades, aceleraciones, y todas las demas propiedades importantes de
los datos de la celda. El procedimiento puede describirse como sigue:
cuando dos cuerpos se encuentran mas cerca entre ellos que a su nodo
padre, se produce un reordenamiento del arbol sin respetar la estruc-
tura global del arbol. La consideracién de celdas bien separadas, se
ajustan por un parametro ¢, de forma que se utiliza la aproximacion
del centro de masa, si el diametro de la mayor de las celdas excede ¢
veces la separacion entre ellas.

5.2.2 El método de Barnes Hut

El algoritmo BH realiza una divisiéon jerarquica del espacio en celdas regula-
res. En el caso bidimensional cada celda se divide en cuatro, generandose una
estructura de arbol 4—ario (quadtree), mientras que en el caso tridimensional
la division se realiza en ocho celdas ciubicas obteniéndose un arbol 8-ario
(octree). La raiz del arbol representa una celda del espacio lo suficientemente
grande para contener todos los cuerpos del sistema. Cada una de las 4 u 8
celdas en las que se divide el espacio se asigna a uno de los nodos del nivel
1y, a su vez, cada celda es dividida en 4 u 8 subceldas que se asignan a los
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A

() (b)

Figura 5.3: (a) Un ejemplo de la jerarquia de celdas de Appel. (b) Un arbol
binario equivalente al conjunto de celdas de (a).

@,
& 2

Figura 5.4: Reordenamiento de las celdas por el procedimiento de Appel.

hijos del correspondiente nodo del nivel 1, y asi sucesivamente. El proceso
termina cuando se alcanzan subceldas que contienen uno o ningun cuerpo.
En la figura 5.5 mostramos un ejemplo bidimensional.

El algoritmo BH computa la masa y el centro de masa de cada celda
interna en el arbol. De esta forma cada celda interna puede tratarse como
un cuerpo con una masa y una posicion. La configuracién de los cuerpos
puede darse con mas precision calculando ademas del centro de masa, el
momento cuadripolar, el octopolar, etc.

En este esquema, la fuerza total que actia sobre un cuerpo se obtiene
computando la fuerza que ejerce la red de celdas sobre el cuerpo. Si el centro
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Figura 5.5: Una distribuciéon de cuerpos en dos dimensiones y el correspon-
diente quadtree.
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de masa de una celda esta lo suficientemente lejos del cuerpo, el subdrbol
entero que tiene como raiz esa celda, es aproximado por un unico cuerpo.
En este caso se calcula la fuerza que ejerce el centro de masa de la celda
sobre el cuerpo. Si en contra, el centro de masa de una celda no esta lo
bastante lejos del cuerpo se realizaran estos mismos pasos con cada una de
las subceldas hijas de esta celda. Este test es llamado “Criterio de acep-
tabilidad multipolar” (Multipole Acceptability Criterion, MAC). El test esta
basado en consideraciones geométricas sobre el tamano de la celda, la posi-
cién del cuerpo, y quizas, el contenido de la celda. Un buen MAC es esencial
para estructuras jerarquicas, pues, influye en la velocidad, precision e im-
plementacién paralela. E1 MAC debe cumplir un equilibrio entre velocidad
y precisiéon. A continuacion vamos explicar tres simples MACs que pueden
aplicarse a casi todos los algoritmos jerarquicos.

El MAC de Barnes y Hut

En su formulacién original, Barnes y Hut [16], introdujeron un MAC pa-
rametrizado. Una celda se considera bien separada si cumple la siguiente
condicion:

<6 (5.3)

ISHEE

donde [ es la longitud del lado de la celda considerada, d es la distancia
del cuerpo al centro de masa de la celda, y 6 es un parametro definido por
el usuario que se utiliza como control de precision del cédlculo de la fuerza,
ver figura 5.6. Obviamente, el valor de 6 es crucial. Un valor muy bajo
implica que un cuerpo tiene que estar muy distante de una celda, antes de
que la aproximacion multipolar es aceptada. El arbol es atravesado hasta
los niveles mas profundos, y se calculan un gran nimero de interacciones.
Cuando # — 0, un cuerpo computaria todas las interacciones con el resto
de los cuerpos del sistema, y en este caso la complejidad del calculo de la
fuerza es proporcional a N2. Un valor grande de # implica mayor confianza
en las aproximaciones multipolares, y muy pocas interacciones. El ntimero
de interacciones escala aproximadamente con 03 [88], con lo que es claro que
el rendimiento del algoritmo es muy sensible a #. En los trabajos astrofisicos
se utiliza un rango muy pequeiio de valores, 0.7 < # < 1.0, y la aproximacion
multipolar termina usualmente con el término cuadripolar.
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Figura 5.6: Test geométrico del criterio MAC de Barnes y Hut. La aproxi-
macion multipolo es aceptable si y solo si é < 0.

El MAC de distancia minima

El MAC del algoritmo BH de la figura 5.7 estd basado en el concepto més
vago (pero ciertamente correcto) de que la precisién de una aproximacién
multipolar en la posicion X, esta determinado por la relacién del tamano de
la celda, a la distancia de X a la celda. En [89] se demuestra que este criterio
puede introducir grandes errores cuando un cuerpo se encuentra cerca del
borde de la celda, pero lejos de su centro de masa. Esto sugiere un MAC
alternativo el cual sustituye la distancia usada por el MAC de BH por la
distancia minima de un cuerpo a una celda. Nos referimos a esto como MAC
de distancia minima.

Un aspecto muy ttil del MAC de distancia minima es el hecho de que es
completamente independiente del contenido de la celda. Es posible evaluar
el MAC de distancia minima sin conocer nada sobre la otra celda, salvo su
tamafno y su posicién. En contra, los otros MACs s6lo pueden evaluarse
cuando el centro de masa ha sido determinado, lo que requiere que todas las
posiciones de los cuerpos de la celda sean conocidas. La posibilidad de evaluar
el MAC, antes que el contenido de las celdas, hace atractivo su uso para
algunas implementaciones sobre computadores de memoria distribuida [88,
114], donde se desea evaluar el MAC para celdas que residen en la memoria
de otro PE.
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c.m.

Figura 5.7: Test geométrico del criterio MAC de distancia minima. La apro-
ximacién multipolar es aceptable si y sélo si é < 0.

El MAC de distancia maxima al origen monopolar

Este MAC [89] estd motivado por el hecho de que el error mas grande posible
para la distribucion en una celda, es proporcional a la magnitud del término
monopolar y se incrementa monoténicamente en funcién de by,,,/d, donde
bmaz €s la distancia maxima al origen monopolar, 7y, usualmente el centro de
masa de la celda, a algin punto de la celda,

binar = max |T — 7g] . (5.4)
TEV

Dado que el error es una funcién incremental de by, /d, es natural que
binaz/d aparezca en el MAC. El criterio permite la aproximacién multipo-
lar si byeq/d < 0, ver figura 5.8.

El problema de los N cuerpos gravitacional

La simulacién consiste en la evolucién temporal del sistema. En el instante
inicial se debe especificar el estado inicial del sistema en alguna region finita
del espacio (la caja computacional). En cada una de las siguientes iteraciones,
se realizan los cdlculos de las nuevas posiciones y velocidades de los cuerpos.
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Figura 5.8: Test geométrico del criterio MAC de distancia maxima de origen
monopolar. La aproximacion multipolar es aceptable si y sélo si b’"f <.

En las iteraciones, son posibles tres clases de movimientos del cuerpo en el
arbol: el cuerpo se mueve dentro de su celda (figura 5.9.a), el cuerpo emigra
de una celda a otra, (figura 5.9.b) o el cuerpo sale de los limites iniciales de
la caja computacional, (figura 5.9.c).

El primer caso no implica ningin problema. El segundo caso tampoco
implica problemas si el paso temporal se ha elegido adecuadamente. Las
celdas son recalculadas en cada ciclo, por lo que el deambulamiento de un
cuerpo de una celda a otra no supone ningin problema.

El tercer caso es realmente mas serio, pues si un cuerpo sale de los confines
de la caja computacional, es necesario recomputar el arbol entero, que en
principio puede estar distribuido entre diferentes PEs. Este problema puede
eliminarse incluyendo una regiéon de seguridad, alrededor de la region original
de simulacién, ver figura 5.9.d.

En el problema gravitacional, se puede implementar una mejora basada
en el hecho de que los cuerpos cercanos sienten casi la misma influencia de los
objetos distantes. En la analogia de nuestra manzana, vemos que dos man-
zanas cercanas casi sienten el mismo campo gravitacional de las multiples
particulas que constituyen la Tierra. Si se desea conocer la aceleracion gravi-
tacional de dos manzanas en el mismo arbol es suficiente evaluar la ecuacion
(5.1) s6lo una vez, y usar el resultado para ambas. Esta analogia sélo captura
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s
(a) (b)

() (d)

Figura 5.9: (a) Particula deambulando dentro de su celda. (b) Particula
deambulando entre dos celdas del drbol. (c¢) Particula deambulando fuera de
la caja computacional, requeriendo la reconstruccién del arbol completo. (d)
Regién de simulacién original (linea rayada) aumentada con una regién de
seguridad para reducir la frecuencia de particulas deambulando fuera de los
limites del arbol.

el primer término (constante) en una expansion en serie. La expansién con-
siderada es la serie de Taylor para la ecuacién (5.1), alrededor del punto Z.
Usando la serie de Taylor se reduce el nimero de evaluaciones de la ecuacion
(5.1), introduciendo una nueva clase de interaccién en el problema. Ahora es
necesario evaluar las interacciones entre las celdas origen y las celdas destino.

El uso de la serie de Taylor reduce la complejidad del método a O(N).
La evaluacién de los coeficientes de la serie de Taylor puede ser mucho mas
costosa, temporalmente, que la evaluacion discreta de la ecuacién (5.1), por
lo que el beneficio de calcular menos interacciones se cancela parcialmente
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por el hecho de que estas interacciones son mucho mas costosas.

Después de calcular la fuerza que actua sobre cada cuerpo, se actualiza
la posicién y la velocidad de cada cuerpo. Resumiendo, en cada iteracion se
tienen que realizar las operaciones que muestra la figura 5.10.

Construir arbol -~

Calcular los centros de masa

Calcular las fuerzas sobre todas las particulas

Actualizar las propiedades de las particulas:
posicion y velocidad

Figura 5.10: Organigrama de un paso temporal en el algoritmo BH.

5.2.3 El método de Greengard

Otro algoritmo jerdarquico es el FMM de Greengard [49, 47]. Este método
también usa una descomposicion recursiva del espacio sobre una estructura
arbol, con una estrategia de aproximacion de celdas por un tnico cuerpo
cuando estd lo suficientemente lejos. En este método, una celda se considera
lo suficientemente lejos, o bien separada, de otra celda b, si la separacion de
b es mas grande que la longitud de b. En la figura 5.11 se muestra el criterio
de celdas bien separadas. Las celdas A y C' en la figura estdn bien separadas.
La celda D esta bien separada de la celda C', pero la celda C' no esta bien
separada de la celda D.

Este método usa expansiones multipolares y conjuntos de celdas fijas de
interaccion, que cumplen con el criterio de “bien separado”. El FMM tiene
un limite bien definido de error, €, que se puede conseguir cuando la expan-
sién multipolar es del orden p = —log,(€), siendo p el término multipolar
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Figura 5.11: Criterio de celdas bien separadas en el algoritmo FMM.

de orden mas alto. En dos dimensiones, y cuando los cuerpos no estan ex-
cesivamente agrupados, el FMM es muy eficiente. Ha sido implementado en
multicomputadores [48, 122]. El punto de cruce (el valor de N en el que el
algoritmo comienza a ser mas rapido que el método directo de complejidad
O(N?)) es tan bajo como de unos cientos de cuerpos. Por otra parte, la
implementacion del FMM en tres dimensiones no tiene un rendimiento tan
bueno. Schmidt y Lee [92] han implementado el algoritmo para tres dimen-
siones, y encontraron un punto de cruce sobre 70 mil cuerpos. La razon es
que el paso méas intensivo del algoritmo escala como p? en dos dimensiones,
y p* en tres dimensiones. Es posible obtener mejor rendimiento usando un p
mas pequeiio [18], pero los errores pueden ser més grandes en este caso. Una
de las mayores ventajas del método FMM sobre otros métodos, tales como el
BH, era que el limite de error estaba mas rigurosamente definido. Pero esta
deficiencia ya ha sido remediada, [115].

La eficiencia del FMM se consigue permitiendo un mayor nimero de cuer-
pos por hoja del drbol que en el método BH. Greengard sugiere [47] un
maximo de 40 cuerpos por celda hoja. Las fases en un paso temporal son
esencialmente las mismas que en la aplicacién BH:

1. Construir el arbol.

2. Computar las expansiones multipolar de las cedas sobre su centro geométri-
co en pasos ascendentes a través del arbol.

3. Computar las fuerzas.

4. Actualizar las propiedades de los cuerpos.
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Tres de las fases son idénticas en estructura a las correspondientes fases en
BH. Vamos a ver en mas detalle el calculo de las fuerzas en el algoritmo FMM.
Cada celda C divide el resto del dominio computacional en un conjunto de
listas, cada lista contiene celdas que mantienen una cierta relacion espacial
con C. Las listas estan descritas en la figura 5.12. El primer paso en la fase
de calculo de la fuerza es construir estas listas para todas las celdas. Las
interacciones de cada celda son computadas con las celdas de su lista. La
naturaleza jerarquica del algoritmo y la construccién de la lista asume que
ninguna celda C' computa interacciones con celdas que estdn bien separadas
de su padre (las celdas en blanco para la celda C' en la figura 5.12). Las
interacciones con estas celdas distantes son computadas por los ascendientes
de la celda C, en niveles més altos del arbol. Los detalles de los diferentes
tipos de interacciones, indicados en la figura 5.12 se puede encontrar en [47].

XXX
\

\Y%
ViV

<

c
<[c|ofH
<|clEc

Lista U (sdlo celdas hojas): todas las celdas hojas adyacentes a C.

Estas celdas no pueden ser aprorimadas de ninguna manera.

LIsta V (celdas): Hijas de los colegas del padre de C que estdn bien separadas de C.

Estdn bien separadas de C pero no del padre de C.

Lista W (sélo celdas hijas): Descedientes de los colegas de C cuyos padres son adyacentes a C, pero
ellas no son adyacentes a C.

La expansion multipolar de estas celdas pueden ser evaluadas en los cuerpos de C; la expansion
multipolar de sus padres no puede; y sus expansiones multipolares no pueden ser trasladadas a la
expansion local sobre el centro de C.

Lista X (celdas): Dual de la lista W: celdas en que C estdn en su lista W.

Sus expansiones multipolares no pueden ser trasladadas al centro de C, pero el campo de sus

cuerpos individuales si.

Figura 5.12: Listas de interaccién para una celda del algoritmo FMM.

Las celdas internas computan las interacciones sélo con dos listas (las
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listas V' y X de la figura 5.12). Los resultados de estas interacciones se al-
macenan como expansiones locales en las celdas internas. La expansion local
de una celda es una expansion serie, que representa la influencia ejercida so-
bre ella por otras celdas que estan lo bastante lejos para aproximarse por su
expansion local. Las celdas hojas computan estas interacciones celda—celda,
pero también computan las interacciones de los cuerpos que contienen con
otros cuerpos (en la lista U) y celdas (en la lista 1¥). Cuando se han calculado
todas las listas de interacciones, las influencias de las celdas distantes sobre
los cuerpos de las celdas hojas estan contenidas en la lista de sus ascendien-
tes. Esta influencia se propaga a las celdas hojas al transferir la expansion
local desde los padres a los hijos, descendiendo en el arbol. Finalmente, la
expansion local de las celdas hojas se evaltiia sobre los cuerpos que contienen.

5.2.4 Diferencia entre los algoritmos BH y FMM

e Mientras que el método BH computa directamente solo interacciones
cuerpo—cuerpo o cuerpo—celda, el método FMM también computa in-
teracciones directamente entre celdas.

e Los algoritmos determinan de una manera diferente, si una celda esta lo
suficientemente lejos o bien separada de otra celda. En el FMM, el
que dos celdas estén bien separadas se determina enteramente por su
longitud y la distancia entre ellas, no por un pardmetro definido por el
usuario como el # del método BH.

e La aproximacion FMM de una celda no se hace por su centro de masa,
sino por una expansion serie de las propiedades del cuerpo sobre el cen-
tro geométrico de la celda. Esta expansion serie es llamada ezxpansion
multipolar de la celda. En la practica, se usa sélo un numero finito
de términos en la expansion multipolar, y este nimero determina la
precision de la representacion.

e En el FMM, la precision en el calculo de la fuerza no es controlada por
el cambio de consideracién de las celdas “lejanas” (como en BH) sino
por el cambio del nimero de términos usado en la expansién serie.

e El algoritmo BH es inherentemente adaptativo; no hace ninguna supo-
sicién sobre la distribucién de los cuerpos en el dominio. EI FMM, sin
embargo, tiene dos vertientes distintas: una versién simple que supone
una distribucion uniforme de los cuerpos, y una versién mas compleja,
que se adapta a distribuciones arbitrarias. La que hemos presentado es
la FMM adaptativa.
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e Mientras que las matematicas del BH son las mismas para tres di-
mensiones que en dos, el FMM usa diferente formulacién [47]. En tres
dimensiones es mas compleja la base matematica, de forma que el FMM
en tres dimensiones es mucho mas caro que el FMM en dos dimensiones.

e Bl método FMM es mucho mas complicado para programar que el
método BH.

Nosotros consideramos el método BH por varias razones:

1. Ha recibido, de lejos, mas atencién de la comunidad astrofisica y es el
mas usado en simulaciones “reales” cientificas.

2. La distincion entre las fases del calculo de la fuerza y la construccion del
arbol hace la paralelizacién eficiente mucho mas facil. Los algoritmos de
Appel y Greengard requieren mucha mas contabilidad por la necesidad
de almacenar y computar interacciones de objetos no terminales en la
jerarquia.

3. La relacién entre complejidades O(N log V) para los algoritmos Appel
y BH, y O(N) para el algoritmo FMM, no es suficiente para comparar
estos algoritmos. Greengard considera 1752N pares de interacciones
por paso temporal, mientras que las observaciones experimentales de
Salmon [88] muestran que el algoritmo BH con § = 0.8, requiere aproxi-
madamente 15 — 35N log, N pares de interacciones por paso temporal.
El regimen asintético, en el cual se espera que el algoritmo de Green-
gard sea superior, es para N ~ 10'%, m4s alld de ninguna simulacién
realizada.

5.3 El algoritmo Barnes-Hut paralelo

En este apartado presentamos el particionamiento y planificacién del algo-
ritmo BH sobre un multicomputador de topologia malla. En el apartado
siguiente veremos la implementacion y los resultados obtenidos de este algo-
ritmo paralelo sobre un sistema concreto, el T3E de Cray.

5.3.1 Localidad fisica

En los algoritmos jerarquicos, cada cuerpo sélo interactida con una parte
del arbol completo: las secciones lejanas solo interactian en niveles bajos
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del arbol, mientras que las secciones vecinas interactian a nivel de hojas.
Si unimos todos los arboles que interactian con los cuerpos contenidos en
un PE, obtenemos todos los datos que necesita ese PE para realizar las
computaciones. Este drbol se denomina arbol esencial local (locally essential
tree). En la figura 5.13, se puede ver la divisién en celdas que genera el arbol
local esencial de un PE, cuyo dominio es la esquina inferior izquierda del
espacio fisico.

Después de la distribucion de los datos en los PEs, cada PE controla
una region del espacio, y tiene que calcular la fuerza para todos los cuerpos
dentro de esa region. Por consiguiente, gran parte del arbol es completamente
innecesario para los calculos que tienen que realizarse en un PE. Esto es
extraordinariamente importante, ya que si no, tendriamos que almacenar
el arbol entero en cada PE. Las grandes simulaciones serian imposibles de
realizar en los multicomputadores de memoria distribuida, pues no habria
memoria local suficiente en los PEs.

Figura 5.13: Division en celdas que genera el arbol local esencial para un PE
en la esquina inferior izquierda del sistema.

En la literatura se han usado basicamente dos técnicas para asegurar la
localidad fisica de los cuerpos: biseccién ortogonal recursiva (ORB) [114], y
llenado del espacio mediante una curva [83]. Utilizaremos esta tltima técnica,
ya que es mas simple y consigue mejor rendimiento [98, 99, 83, 116, 115]. A
continuacion, vamos a explicar brevemente los dos particionamientos.

Biseccién ortogonal recursiva

La ORB es una técnica que mantiene la localidad fisica de un problema me-
diante el particionamiento explicito del espacio dominio. Esta técnica fue
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Biseccion del nivel 0, parte los PEs en dos subconjuntos:
uno contiene todos los P&sn bit mas significativo 0
(000, 001, 010, 011), y el oron bit 1 (100, 101, 110 y 111).

'111 1 Biseccion del nivel 1, parte el subconjunto

. ) . . 0 (100, 101, 110, 111) en dos subconjuntos:
Bisecciondelnivel 2, violala - _ =~ unocontiene todos los PEs con 0 en la
alternancia de las direcciones . . -

) . - segunda posicién de bit a la izquierda
cartesianas para evitar particiones 010 o
| delgadas P (100, 101), y el otro con 1 en esa posicién
argasy delgadas. (110, 111).
011 101 100
000 001

Figura 5.14: Particion ORB.

usada en la implementacién por pase de mensajes del algoritmo BH por Sal-
mon [88]. La idea de la particiéon ORB es la divisién recursiva del dominio
computacional en dos subespacios con igual coste, hasta que hay un subes-
pacio por PE, ver figura 5.14.

Para conseguir una carga balanceada, el coste de un subespacio se define,
como la suma de los costes de todos los cuerpos del subespacio. Inicialmente,
a todos los PEs se les asocia el dominio entero del espacio. En cada paso se
divide un espacio, los PEs asociados a ese espacio se dividen igualmente en
dos subconjuntos, y cada subconjunto es asignado a uno de los subespacios
resultantes. La direccién cartesiana en la que se realiza la division se suele
alternar en sucesivas divisiones, aunque esta regla puede violarse para evitar
subespacios demasiados largos y delgados. Una descripciéon méas detallada
de la implementacion de la particion ORB, para el algoritmo BH, se puede
encontrar en [88].

La particién ORB introduce una nueva estructura de datos, el arbol bina-
rio ORB, distinto del arbol BH. Los nodos del arbol ORB son los subespacios
subdivididos recursivamente, y las hojas son las particiones espaciales fina-
les. La técnica ORB no es facil de implementar ni de depurar, y puede tener
una penalizacion temporal significativa, particularmente cuando el ntimero
de PEs se incrementa. También se restringe el nimero de PEs a una potencia
de dos, aunque pueden desarrollarse mas complejas variantes para evitar esta
restriccion. Por estas razones, hemos usado otra técnica que es mas flexible
y escala mucho mejor con el nimero de PEs usados.
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La técnica de llenado del espacio mediante una curva

Las descomposiciones en drbol 4-ario (quadtree) son ttiles como métodos
de ordenamiento espacial [90]. Este mapeado de una dimensiéon més alta a
una mas baja debe mantener la localidad espacial de la distribucion de los
datos en el dominio. En [91] podemos encontrar diferentes métodos de orde-
namiento espacial mediante una curva que llena el espacio, y que mostramos
en la figura 5.1. Un método simple, para realizar la transformacion del es-
pacio multidimensional a un espacio unidimensional es el intercalado de bits
(bit—interleaving) [116, 79]. Los indices de los datos se construyen a partir
de las coordenadas de los cuerpos en el espacio d—dimensional, convirtiendo
los niimeros reales en el dominio (7, Tmae) @ enteros, donde los valores de
estos dos vectores 7, definen las esquinas opuestas de la caja computacional
que limita la distribucién de los cuerpos. Mapeamos los bits més significa-
tivos, (I — 1)/d de los enteros a una clave de longitud [ bits, mediante el
intercalado uno a uno de los bits, tal como se puede ver en la figura 5.15. [; se
almacena como un vector de enteros que puede variar su tamano, usualmente
se usa [l = 64 bits. A modo de ejemplo, considerando un cuerpo de coorde-
nadas (13,4) en dos dimensiones, la correspondiente representaciéon binaria
es (1101,0100), y el resultado de intercalar los bits es 10110010, por lo que
(13,4) se mapea a la posicién 178 de un array unidimensional. El mapeado
produce una curva de llenado de orden Norton, ver figura 5.1.a. Existen otras
curvas de llenado del espacio distintas [83], nosotros hemos usado la curva
de orden Peano-Hilbert.

Esta curva tiene dos propiedades muy importantes y deseables para redu-
cir las comunicaciones: dos puntos adyacentes en la curva son adyacentes en
el dominio fisico, y las regiones del espacio definidas por segmentos continuos
de la curva de llenado son conexas. Estas propiedades contribuyen a reducir
la comunicacioén interprocesador. La curva de Peano-Hilbert puede verse co-
mo una curva en forma de U, que visita cada uno de los cuatro cuadrantes
del plano en el primer nivel. Cada subsiguiente nivel divide los cuadrantes
del nivel anterior en cuatro cuadrantes mas finos, los cuales son visitados por
nuevas curvas en forma de U. Cada cuadrante es visitado completamente por
la curva, antes que el siguiente cuadrante, por lo que la localidad espacial
se conserva. El origen y direccién de la curva en forma de U depende del
cuadrante y del ordenamiento que tenia en el nivel previo. Esto se muestra
en la figura 5.16.

El mapeado del espacio a la linea se hace s6lo una vez, y es por tanto un
paso de preprocesamiento. Una vez ha sido establecida, el siguiente paso es
la distribucion de esta curva entre los PEs.
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Representacion binaria de las coordenadas

X y z
10011001 01101001 11101100
bit de inicio
1.101.011.011.100.111.001.000.110 clave binaria
0153347106 clave octal

Figura 5.15: Ilustracion del mapeado de una clave. Los bits de las coor-
denadas son intercalados, y un bit de inicio se coloca en la posiciéon mas
significativa. Sin el bit de inicio, podria resultar una ambigiiedad entre las
claves en que todos sus bits mas significativos son ceros. En este ejemplo, los

K, W, (199

8 bits de las coordenadas “x”, “y” y “z”, se mapean a una clave de 25-bits.

5.3.2 Mapeado

Durante la evaluacion del algoritmo sobre el multicomputador, es necesa-
rio redistribuir los datos entre los PEs para la construccién del arbol local
esencial, y para mantener un buen balanceo de la carga. En general, esto
implica cambios en la estructura de almacenamiento, por lo que visualizar
el movimiento de los datos puede ser bastante dificil. La proyeccion vector
simplifica la tarea de un gran rango de problemas, usando una representacién
compacta del mapeado de los datos sobre la memoria.

Cada PE tiene N/P datos en su memoria. Después de su conversion
unidimensional indexada por una curva de llenado del espacio, el mapeado
puede ser realizado por los indices de orden de almacenamiento. Denotaremos
esta secuencia de datos usando la representacion indice-digito

B tuwt s, Buw * b1, B o B (5.5)
~ o’ - ~~ -
fila columna memoria

Utilizamos una proyeccion vector de tipo serpiente, que tiene la ventaja de
mapear sobre PEs vecinos las particiones adyacentes en el dominio fisico. En
la figura 5.17 podemos ver su aplicacién al ejemplo de la figura 5.5.

Adicionalmente, en una tabla de tamano V' x W almacenamos el indice
del primer elemento de cada PE. En el instante inicial esta tabla contiene los
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Figura 5.16: Ordenamiento de las celdas.

valores,

tut1 tut1

tn
[0...070...00...07...7...0...0] (5.6)

Este método nos permite saber, en cada momento, en qué PE esta cada uno
de los cuerpos y nos permite realizar las comunicaciones mas eficientemente.
Por ejemplo, si N = 2! y V' x W = 4 esta tabla contiene los siguientes
valores,

| 0 [256]512]768] (5.7)

5.3.3 Balanceo de la carga

No todos los cuerpos tienen asociados el mismo coste de computacién. Defi-
nimos el coste de un cuerpo como el tiempo de CPU necesario para calcular
la fuerza que actua sobre él. El coste total de cada particiéon en el tiempo
total es necesario para calcular las fuerzas sobre todos los cuerpos conteni-
dos en esa particion. Por tanto, el hecho de que cada particion contenga el
mismo numero de cuerpos, no implica necesariamente que los costes de las
particiones sean los mismos. Ello implica que debemos distribuir las zonas
de coste entre los PEs.
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Particion 1 Particion 2
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Figura 5.17: (a) El resultado de la particién si se aplica la técnica de las
zonas de coste con el ordenamiento de las celdas de la figura 5.16. (b) Arbol

generado.



186

Capitulo 5. Algoritmos jerarquicos para el problema de los N cuerpos

El procedimiento que hemos usado para conseguir el balanceo de la carga
es el siguiente: Al comenzar el algoritmo consideramos un coste computacio-
nal idéntico para cada uno de los cuerpos. El coste total en el dominio fisico,
que esta en la raiz del arbol, se divide equitativamente entre los PEs. Esto
generara un desbalanceo computacional que medimos y almacenamos en los
PEs. Como de una iteracion a la siguiente no existen muchas variaciones,
se puede aproximar el coste de cada cuerpo, por el medido en la iteracién
previa.

Después de la primera iteracién, las particiones deben ajustarse para man-
tener el balanceo de la carga computacional. El criterio de rebalanceo es:

W(q) — p |> valor_umbral 5.8
max | W(g) = p |> valor_umbra (5.8)
donde W (q) es el coste computacional de la particién asociada al PE ¢, y
it es el cociente entre el coste computacional total y el nimero de PEs. El
rebalanceo se realiza si el desbalanceo supera un valor umbral.

El rebalanceo se lleva a cabo moviendo los cuerpos entre PEs vecinos.
Esto es necesario para mantener la localidad de los datos y poder generar
eficientemente los arboles locales esenciales.

5.3.4 Construccion del arbol paralelo

Después de la descomposicion del dominio, cada PE tiene un conjunto dis-
junto de cuerpos. Para construir el arbol en paralelo, primero se construye
el arbol utilizando los cuerpos contenidos en el propio PE. Entonces, el arbol
se completa con los datos recibidos de los demas PEs. Asi, todos los PEs
pueden completar su arbol local esencial.

En la practica, existen muy diversos métodos para construir la estructu-
ra arbol que precisa el algoritmo BH. El método que hemos utilizado es ir
anadiendo cuerpo a cuerpo al arbol. Cada nuevo cuerpo que anadimos va
recorriendo el drbol ya construido desde la celda raiz hasta la celda de nivel
mas alto que lo contiene, modificando el centro de masa de las celdas por las
que va pasando. Si la celda final estd vacia el cuerpo se anade directamente,
pero si ya estd ocupada, esta se divide en cuatro subceldas. Esto, tiene la
ventaja de evitar una etapa adicional para calcular los centros de masa, como
tienen que hacer en [114, 98]. De esta forma, nos evitamos recorrer el arbol
después de creado para calcular los centros de masa de las celdas.

El método funciona como sigue. Supongamos que en una determinada
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U
fase, la masa del CM de la celda u es M, = Z m; vy que la posicién del CM

=1

U
es T, = ( g m; - @) /M, donde U es el nimero de cuerpos en la celda. Si
i=1
se anade un nuevo cuerpo a la celda, la nueva posicion del centro de masa y
su masa, se calcula por

M, = M, +myiq
(5.9)

o TuMyt+mu1Tuga
Ly = M,
u

donde my 1 vy Zyy1 son la masa y la posicion, respectivamente, del cuerpo
incorporado a la celda.

Nosotros sélo tenemos que construir en cada PE el subconjunto del arbol
necesario para evaluar la fuerza en el dominio del PE. Este subdrbol lo he-
mos denominado arbol local esencial. La estrategia que utilizamos ha sido
discutida en [88]. Esta estrategia consiste en adquirir los datos necesarios, no
locales, en una fase de comunicacién previa a la fase de computacién. Tiene
la ventaja de dejar el lazo principal de computacion sin comunicacion. Esta
técnica requiere que sea posible determinar a priori, que datos pueden ser
necesarios para cada PE. Con el criterio de la ecuacién (5.3) se puede utilizar
esta técnica.

Este paso es considerablemente rapido y facil, cuando la descomposicion
del dominio estd relacionada intimamente con la topologia del drbol (en con-
tra de lo que ocurre con el método ORB usado en [114], por ejemplo). Con la
recepcion de todos los datos procedentes de los demas PEs, cada PE puede
construir el resto de su arbol local esencial calculando la posicion del cen-
tro de masa y su masa, por la ecuacién (5.9). La direccién del PE origen
de cada dato se pasa al PE destino, de forma que se incorpora a las celdas
nuevas, creadas en el PE destino. De esta forma, el cédigo es adaptable a
una condicion MAC distinta, en la cual no se puedan determinar a priori los
datos locales esenciales. Una rutina que recorre el arbol puede determinar el
PE que contiene las celdas hijas de una celda no local. Hemos intentado im-
plementar la comunicacion en este paso de una manera computacionalmente
mas inteligente, de forma que no sea necesaria una comunicacién global, pero
su complejidad ha tendido a eliminar su beneficio. Esto no elimina la posi-
bilidad, de que en el futuro se encuentre un mejor método para este paso del
algoritmo.
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5.3.5 Formulacién del algoritmo BH

Para formular los algoritmos BH sobre el multicomputador de topologia ma-
lla, necesitaremos definir unos operadores adicionales a los vistos en el capitu-
lo 1. En concreto, para definir las computaciones, definimos los siguientes
operadores:

Definicién 13 El operador Ty (U) calcula el arbol BH de base 1 y el centro
de masa de las celdas, por la expresion (5.9), para U cuerpos y con r = 24,
donde d es la dimension del espacio,

Ty = 1:[ (ﬁg(zh,l)) (5.10)

=0 \:i=0

y donde g(z|i,1) es la funcion recursiva que recorre el drbol por preorden,
vli =wu y | es el operador concatenacion,

r—1
[T (uli,0) si 3u AND &, cu
1=0

g(u,l) = (5.11)

Tey < TegUu si Pu AND &, € u

Este operador construye el arbol utilizando los cuerpos contenidos en el
propio PE, U. Cada nuevo cuerpo que anadimos va recorriendo el arbol ya
construido, desde la celda raiz hasta la celda de nivel mds alto, modificando
el centro de masa (5.9) de las celdas por las que va pasando.

Definicién 14 El operador Ty (X) calcula el drbol BH de base r para X
cuerpos con v = 2%, donde d es la dimension del espacio,

Tl = ﬂ (H h(z|i,l)) (5.12)

1=0 \i=0
y donde z|i = v y h(z|i,l) es la funcidn recursiva que recorre el drbol por
preorden,
r—1
[ r@li,0) si ly/dyy <0 AND |v| #1
h(v,l) = i=0 (5.13)

Tpy < TppUv si l,/d,; >0 OR |v|=1

siendo |v| el nimero de cuerpos que pertenecen a la celda v.



5.3. El algoritmo Barnes-Hut paralelo

189

El operador T, (X) construye, un drbol utilizando un conjunto de X
cuerpos. Cada cuerpo va recorriendo el arbol local de cada celda desde la
celda raiz. Si el centro de masa de una celda esta lo suficientemente lejos del
cuerpo, por el criterio MAC de Barnes y Hut, o la celda es una celda hoja,
esa celda es anadida al darbol T,,. Si en contra, se realizaran estos mismos
pasos con cada una de las subceldas hijas de esta celda.

Definicion 15 El operador F’l calcula la fuerza que se ejerce sobre el cuerpo

L,

Fi=3 (i), (5.14)

donde f(i) es la funcidn recursiva que recorre el darbol segin

r—1
Zf(v|z’) si Ly/dy; <0
1=0

f(v) = (5.15)

Fv,l St lv/dv,l Z 0 AND fu 7£ fl

donde F,; es la fuerza que la celda v ejerce sobre el cuerpo [, calculada
mediante la ecuacion (5.2). Finalmente, se actualiza la posicion y velocidad
del cuerpo ,
U = 0+ L - dt
(5.16)
| =X+ U dt.

Este operador calcula la fuerza que ejerce la red de celdas sobre un cuerpo.
Después de calcular la fuerza que actua sobre cada cuerpo, se actualiza la
posicién y la velocidad de cada cuerpo.

Entre los operadores que representan comunicaciones, definimos los si-
guientes,

Definicién 16 El operador Py, reordena los N datos en un array unidi-
mensional con el orden de Peano—Hilbert, y los proyecta sobre la malla de
tamano V- x W.

Definicién 17 El operador Y;* envia un conjunto de X datos del PE k al
PE k + it mod P, y recibe un conjunto de X datos del PE k — ¢ mod P.
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El PE £ calcula el arbol T},,. Después lo envia al PE k& — i mod Py
recibe del PE &k + i mod P el arbol Tgy, que lo incorpora a su arbol local
esencial, Tpy < Tpg U T} y.

El algoritmo BH puede expresarse de la siguiente forma,

Algoritmo 16 El algoritmo BH base r de N cuerpos puede implementarse
en paralelo por la siguiente cadena de operadores

Py H Tpu(U) (H inT;;H(X>> (Hﬂ) (5.17)

Primero se proyectan los N cuerpos, Py, sobre la malla utilizando la
curva de llenando de espacio Peano-Hilbert y la proyeccién vector de tipo
serpiente. Después de la descomposicién del dominio, cada PE tiene un con-
junto disjunto de cuerpos. En cada interaccion se tiene que construir el arbol
en paralelo, primero se construye el arbol utilizando los cuerpos contenidos
por el PE, Ty (U). Entonces, el arbol se completa con los datos recibidos de
los demds PEs, T, (X), después de enviar un conjunto de prueba de cuerpos
del PE al resto de los PEs, Y*. Y por tltimo, ]3; calcula la fuerza sobre los
cuerpos.

5.4 Implementacion y evaluacién

Trataremos de la implementacion del algoritmo paralelo BH sobre el multi-
computador T3E de Cray [93], usando el modelo de programacion de pase de
mensajes. Utilizamos el entorno de programacién MPI [50]. El MPI trata de
recopilar las mejores caracteristicas de muchos sistemas de paso de mensajes,
mejorandolos donde sea apropiado, y estandarizandolos. Su mayor ventaja es
la portabilidad. En cuanto a la eficiencia, todo depende de la implementacion
de las librerias MPI que se haya realizado sobre cada computador paralelo
particular. Y con respecto a la claridad, MPI ha sido disenado para dar una
definiciéon completa y conveniente del modelo de paso de mensajes.

El desbalanceo de la carga que medimos por la ecuacién (5.8) es la que
determina en que iteracion se tiene que realizar el rebalanceo. El PE que
inicia el proceso de rebalanceo es el que tiene el coste mas bajo, es decir, el
destino. El PE fuente es el PE vecino del destino que esta mas cerca del PE
con coste mas alto. El PE que recibe la peticion para transferir, tiene que
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enviar la informacion més adecuada posible. El criterio que sigue es pasar
aquel nimero de cuerpos j, que verifique la siguiente relacion,

y que estén mas proximas al PE destino siguiendo la curva de llenado del
espacio. En este proceso de rebalanceo no influye que el nimero de PEs
sea elevado, ya que al inicio del proceso el PE destino elige al PE fuente
y luego se comunicardn independientemente del resto de PEs. Ademas, la
evaluacion de la carga de los PEs del sistema lo realizan concurrentemente
todos los PEs. Cada vez que se cambia la localizacion de un cuerpo, todos
los PEs tendran que actualizar la funcién de mapeado, que en nuestro caso
es equivalente a modificar el vector de la ecuacién (5.6).

En un principio hemos implementado el algoritmo siguiendo la cadena
de operadores con el que se representa (algoritmo 16). Posteriormente he-
mos realizado transformaciones del programa con el fin de explotar mejor
el paralelismo inherente. Hemos cambiado el orden de las computaciones y
aplicado una serie de técnicas de paralelismo, manteniendo la equivalencia
del programa.

Abrir las vias de comunicacién interprocesador es generalmente bastante
costoso en tiempo. En nuestro caso el algoritmo presenta una comunica-
cion densa: cada PE comunica en cada paso con el resto de PEs y con una
cantidad variable de datos. Se ha aplicado la alternativa de almacenar en
una cola las peticiones para ser enviada posteriormente (después que todas
las peticiones a un PE han sido recopiladas). Mientras tanto, se determina
qué otros datos son los que necesitan otros PEs. Esto reduce en gran medida
el numero total de mensajes enviados, y por tanto la paralelizacién asociada
a las comunicaciones.

En la figura tabla 5.1, mostramos algunos resultados obtenidos en la
simulaciéon newtoniana de /N cuerpos sobre el Cray T3E. El tiempo mostrado
es el tiempo total sobre 100 iteraciones, e incluye la primera iteracion que
presenta un tiempo de ejecucion anéomalo, debido al desbalanceo inicial de
la carga y que es corregido en interacciones posteriores, después de que se
conozca el coste asociado a cada cuerpo. Hemos usado una aproximacion
monopolar para el célculo de la fuerza por la expresién (5.1), y una serie de
Taylor de primer orden para la traslacion, que nos garantiza las ventajas de
la expresién (5.9). Para mayor simplificacién hemos considerado que N y
P son potencias de 2. La figura 5.18.a, muestra la aceleraciéon medida para
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Aceleracion

16

Numero de PEs

(a)

Figura 5.18:

16

Eficiencia

14

12

08

0.6

N=21

- N=21
L + N=216

777777777777777777777777777777777777

8

Numero de PEs

(b)

Resultados de la implementacién del algoritmo BH sobre el

Cray T3E con N = 214 N = 2% y N = 2% datos. (a) Aceleracién. (b)

Eficiencia.

Tabla 5.1: Tiempo de ejecucién (en segundos) medidos sobre el Cray.

Ntmero de cuerpos

Ntdmero de PEs 211 212 213 ol4 215 216
1 25.83 41.12 91.44 201.13 442.39 968.31
2 10.23 22.19 47.52 102.34 217.34 463.62
4 5.290 11.34 23.87  50.90 108.75 232.58
8 3.41  6.47 1277  26.87  55.98 115.92
16 416  5.76 9.58 16.80 31.89  65.54

simulaciones con N = 24, N = 2% y N = 2% cuerpos.

La figura 5.18.b muestra la eficiencia obtenida para los distintos casos. La
eficiencia se acerca al valor ideal para sistemas de hasta 8 PEs. Para sistemas
con un mayor nimero de PEs la eficiencia es menor, siendo la principal
limitacién, la etapa de construcciéon de los arboles locales esenciales en los
cuales se precisa realizar una comunicacién casi global. Por ejemplo, para un
sistema de 16 PEs se consigue una aceleracién de 14.78.



Conclusiones y principales
aportaciones

En esta memoria hemos propuesto una metodologia general para particio-
nar y proyectar algoritmos divide y vencerds sobre computadores paralelos
de topologia malla y memoria distribuida. La metodologia se ha aplicado
a la paralelizacién de las versiones mas utilizadas de la transformada rapi-
da de Fourier, a los mas significativos algoritmos de resolucién de sistemas
tridiagonales, y a algoritmos irregulares, como el algoritmo Barnes—Hut, del
problema de los N cuerpos.

Las principales aportaciones de esta memoria son las siguientes:

e Hemos presentado una metodologia para la paralelizacion de algorit-
mos divide-y—vencerds regulares, basada en una combinaciéon de dos
técnicas: la proyeccion vector y las permutaciones indice-digito. El
método empleado proporciona una descripcion clara y precisa de los
reordenamientos de datos que, en muchos casos, ayuda a simplificar
los algoritmos. Cada una de las permutaciones indice-digito definidas
tiene una implementaciéon directa sobre el multiprocesador.

e Hemos presentado la formulaciéon unificada de un conjunto de algorit-
mos representativos de la estrategia divide—y—venceras sobre un multi-
computador de topologia malla. En concreto, hemos estudiado diversas
versiones de la transformada rapida de Fourier y varios algoritmos de
resolucion de sistemas tridiagonales. Los flujos de datos que se presen-
tan son muy diversos: normal, extendido, salida digito—inverso, arbol
y arbol extendido. Por consiguiente, la metodologia empleada es gene-
ral, y podra extenderse para formular otros algoritmos obtenidos em-
pleando la estrategia divide—y—venceras sobre computadores paralelos
de topologia malla.

e Hemos estudiado un caso especial del mapeado de grafos, el mapeado
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de arboles r—arios completos sobre array lineal y malla, orientado a
la implementacion VLSI. En concreto, establecemos un algoritmo que
particiona la malla en rutas de procesadores y distribuye el arbol entre
estas rutas. En todos los casos, la distribucion de los nodos del arbol
entre los procesadores es balanceada y las comunicaciones son sélo entre
procesadores vecinos. Esta metodologia puede ser una alternativa a las
mas usuales, basadas en arbol en “H” o en baldosas.

e Por ultimo, hemos abordado la particién y proyeccién de algoritmos di-
vide y venceras irregulares sobre multicomputadores de topologia ma-
lla, tomando como ejemplo el algoritmo Barnes—Hut para el problema
de los NV cuerpos. El algoritmo paralelo requiere en cada iteracion la
construccion de un arbol local esencial en cada procesador, con nume-
rosas comunicaciones, por lo que es necesario un especial cuidado en
la distribucién de los cuerpos sobre los procesadores. Ademas de las
técnicas citadas, hemos empleado el llenado del espacio a través de una
curva (space—filling curve), que nos permite mantener la localidad de
los datos y reducir las comunicaciones. Ademés, hemos simplificado la
etapa de calculo de los centros de masa, que se realiza en paralelo a la
construccion del arbol.

Como trabajo futuro nos planteamos adaptar las técnicas presentadas
para que puedan ser utilizadas desde HPF. En concreto, pretendemos disenar
una libreria de subrutinas basadas en las permutaciones indice—digito. Esto
nos permitira implementar eficientemente los algoritmos divide—y—venceras
en HPF. Otra tarea que nos planteamos es la generalizacién de la metodologia
presentada a multicomputadores con nodos biprocesadores, como ejemplo el
Origin2000.
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